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Ҳəзирги дəўирде академиялық лицей ҳəм улыўма 

билимлендириў мектеплериниң алдына қойылған тийкарғы  

мəселелердиң бири математиканы оқытыўда оқыўшылардың  

дөретиўшилик қəбилетин, ойлаў қəбилетин ҳəр тəреплеме 

раўажландырыў болып есапланады. Бул мəселе болса, өз 

гезегинде теңсизликлерди дəлийллеў жолларын үйретиў 

менен тиккелей байланыслы. Бизге мəлим, академиялық 

лицей ҳəм улыўма билимлендириў мектеплериндеги 

математика курсында классикалық теңсизликлерди 

жеткиликли дəрежеде толық көлемде баянлаў қыйын, себеби 

ҳəр бир  дара теңсизликти дəлийллеўде,  өзине тəн 

түрлендириўин талап етеди. Соның ушын да математика 

курсынан билим алыўда,  əмелиятта жийи ушырасатуғын, 

логикалық ойлаў қəбилетин раўажландырыўға арналған 

теңсизликлерди дəлийллеў жолларын үйретиў ҳəм оларды 

усы бағдардағы ҳəр қыйлы мазмундағы мəселелер  менен 

таныстырыў, ең зəрүрли мəселелердиң  бири болып 

есапланады. Бул жумыс  жоқарыда атап өткенимиздей 

қосымша  толықтырыўда яғный  оқыўшыларға  

теңсизликлерди дəлийллеўдиң ҳəр қыйлы жолларын үйретиў 

арқалы, олардың билимин ҳəм өз-бетинше пикирлеўин 

күшейтиўге ҳəм тереңлетиўге, дөретиўшилик қəбилетин 

раўажландырыўға, өзиниң үлкен жəрдемин тийгизеди деп 

ойлаймыз. Биз усынып отырған жумыста бириншиден, 

тийкарғы классикалық теңсизликлерди əпиўайы дəлийллеўге 

ҳəм жаңа теңсизликлерди дүзиўге мүмкиншилик беретуғын 

екиншиден, көргизбели ҳəм тез өзлестирип  алыў мүмкин 

көриниске ийе улыўма теңсизлик көрсетиледи.  
Егер f   функция  [ , ]a b   кесиндиде анықланған ҳəм 

монотон болса, яки кесиндиниң ишинде жалғыз бир 
экстремумға ийе болса, онда минимум жағдайында функция 
ең үлкен мəнисине ( A   қəсийет), максимум жағдайында ең 
киши мəнисине ( B  қəсийет) кесиндиниң шетки 
ноқатларында ерисетуғыны мəлим.   

Енди функцияның бул қəсийетлеринен пайдаланып, 

гейпара теңсизликлерди дəлийллеўлерине мысаллар 

келтиремиз [1-4]. 

1- м ы с а л.  Егерде 2х ≥  болса, онда  
3 2

2 2 24х х х+ + ≥  

болатуғынын дəлийллең. 
Дəлийллеў.  Teңcизликтиң шеп тəрепин ( )f x  деп белги-

леймиз. Сонда (2) 24f = .  ( )f x  функция ҳақыйқый санлар 

көплигинде аңықланған. x R∀ ∈  ноқатта дифференциалла-
ныўшы болып ( ) 0f x′ >  болады. Бул туўынды оң 

анықланған. Сонлықтан, функция санлар көшеринде 
өсиўши. Сол себепли 2x ≥  ноқатларда  ( ) (2)f x f≥ . 
Теңсизлик дəлийлленди. 

2- м ы с а л.  Теңсизликти дəлийллең. 
2 2 2 2 2 2

1a b c a b b c c a+ + ≤ + + + , 

бул жерде  , ,a b c    санлары   [0;1]  кесиндиге дерек. 

Дəлийллеў.   [0;1]  кесиндиде 
2 2 2 2 2

( ) (1 ) 1f x b x c x b c b c= − − + + − −  

функцияны қараймыз. Бул функция [0;1]  кесиндиде диффе-

ренциалланыўшы ҳəм оның туўындысы 
2

( ) 2(1 )f x b x c′ = − − . 

Егер  1b ≠   болса, онда  ( )f x′   туўынды өседи, демек, 

( )f x   функция   A   қəсийетке ийе ҳəм өзиниң ең үлкен 

мəнисине  [0;1]  кесиндиниң шетки ноқатларында ериседи. 

2 2 2 2
(0) 1 (1 )[ (1 )] 0,

2 2 2 2 2
(1) 1 1 ( 1) 0.

f b c b c c b c

f b c b c b c b b b c

= + − − = − − + ≤

= − − + + − − = − − ≤
 

Солай етип, [0;1]  кесиндиде  ( ) 0f x ≤ , сонлықтан  

( ) 0. 1f a b≤ =   болған жағдайда да дəлийллеў усыған 

уқсас. 

3- м ы с а л.    1
x

e x≥ +           (2) 

теңсизликти, сондай-ақ, теңлик тек 0x =  мəнисинде 

орынланатуғынын дəлийллең.   

Дəлийллеў.  1
x

y e х= − −  функциясын дүземиз ҳəм 

оның экстремумуларын туўынды жəрдеминде изертлеймиз. 

1; 1 0, 0.
x х

y e е х′ = − − = =  

( )
x

f x e=  функциясы, х тың терис мəнислеринде 1 
ден киши, ал х тың оң мəнислеринде 1 ден үлкен. Сон-

лықтан, 1
x

y e′ = −  туўындысы х=0 критикалық ноқатта 
өзиниң белгисин теристен оңға өзгертеди. Буннан келип 

шығады, 1
x

y e х= − −  функциясы х=0 ноқатта 
минимумға ийе екенлигин билемиз. Онда ол бул ноқатта ең 
киши мəниске ийе болады. Оны есаплаймыз: 

(0) 0miny y= =  

Буннан  х  тың барлық мəнислеринде  

( ) 0, 1 0, 1min
x x

y x y e x e x≥ = − − = ≥ +  

(2)  теңсизлик дəлийлленди.  Дəлийллеўден көринип ту-

рыпты, теңсизлик тек х=0 мəнисинде теңликке айланады.  

         4- м ы с а л.   Егер  , , [0;1]a b c∈   болса, онда 

(1 )(1 )(1 ) 1
1 1 1

a b c
a b c

b c c a a b
+ + + − − − ≤

+ + + + + +
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теңсизлиги орынлы болатуғынын дəлийллең. 

Дəлийллеў.   [0;1]   кесиндиде 

( ) (1 )(1 )(1 )
1 1 1

x b c
f x b c x

b c c x x b
= + + + − − −

+ + + + + +
 

функцияны қараймыз. Бул функцияның туўындысын таба-

мыз: 

( ) 2 2
( 1) ( 1)

b c
f x d

c x x b
′ = − −

+ + + +
, 

бул жерде  d −  турақлы сан. 
( )f x′  функция  [0;1]  кесиндиде өсиўши екени анық, 

сонлықтан  ( )f x   функция  A   қəсийетке ийе, яғный өзиниң 
ең үлкен мəнисине яки  0  ноқатта, яки 1  ноқатта ериседи. 
Енди егер a  ның мəнисин 0 яки 1 де тайынласақ, онда 

теңсизликтиң шеп тəрепиндеги аңлатпа b ның функциясы 
сыпатында 0b =  яки  1b =  де өзиниң ең үлкен мəнисине 
ийе болады.  a   ҳəм b  лардың [0;1]  кесиндиниң шетки 

ноқатларындағы мəнислерин тайынлап, бизди қызықтыра-
туғын аңлатпа өзиниң ең үлкен мəнисине яки 0c = , яки  

1  c = де ерисетуғынын көремиз. 

Изертленетуғын аңлатпа , ,a b c ларға қарата 

симметриялық болғанлықтан, олардың теңлик орынлы 
болатуғын төрт  (0; 0; 0), (0; 0;1),(0;1;1), (1;1;1)  мəнислер 

жыйнақларын қараў ғана қалады. 

Теңсизлик дəлийлленди. 

5 - мысал. Мейли, , , (0 1, 1, 2, 3)1 2 3x x x x ii≤ ≤ = - 

ҳақыйқый санлар болсын.  

11 2 3 1 2 2 3 1 3x x x x x x x x x+ + − − − ≤  

теңсизлигин дəлийллең. 
Дəлиллеў.   

( ) (1 )2 3 2 2 3 3 2 3f x x x x xx x x xx x x x= + + − − − = − − +  

, [0;1]2 3 2 3x x x x x+ + − ∈  функцияны қараймыз. Бул 

монотон (сызықлы) функция, сонлықтан өзиниң ең үлкен 
мəнисине [0;1]  кесиндиниң шетки ноқатларында ериседи. 

(0) 1 (1 )( 1) 1,2 3 2 3 3 2

(1) 1 1 1.3 2 2 3 2 3 2 3

f x x x x x x

f x x x x x x x x

= + − = + − − ≤

= − − + + − = − ≤
 

Демек, ( ) 11 1 2 3 1 2 2 3 1 3f x x x x x x x x x x= + + − − − ≤ . 

6 - мысал.  Егер  
2

1a x b x c+ + ≤   теңсизлик  

[ 1;1]x∀ ∈ −   ушын орынлы болса, онда  x   өзгериўшиниң 

усы мəнислеринде  
2

2c x b x a− + ≤   теңсизлиги орынлы 

болатуғынын дəлийллең. 

Дəлийллеў.   
2 2 2

(1 )c x b x a c x c c b x a c x− + ≤ − + − + = − +  

, [0;1]c b x a x+ − + ∈   теңсизлик орынлы. Егер 0x =  

болса, онда 
2

1a x b x c+ + ≤   теңсизликтен  1c ≤   теңсиз-

лик келип шығады.  

Солай етип,  
2

1c x b x a c b x a− + ≤ + − + . 

Енди  ( )f x c b x a= − +   функция [ 1;1]−  кесиндиниң 

шетки ноқатларының биреўинде максимал мəниске ийе бо-

латуғынын ескертиў ғана қалды. Демек,  

max ( ( 1); (1)) max ( ; ) 1( ) f f c b a c b af x − = + + − + ≤≤
. 

Демек,  

2
1 1 2.c x b x a− + ≤ + =  

Солай етип, бул жумыста, академиялық лицей ҳəм 

улыўма билимлендириў мектеплериндеги  математика са-

бағына  қосымша болыўы ушын зəрүрли болған, базыбир 

теңсизликлерди дəлийллеўдиң жоллары,  мысаллар 

жəрдеминде түсиндирилди. Бул болса, оқыўшылардың логи-

калық ойлаў қəбилетин раўажландырыўшы, қызықтырыўшы 

ҳəм усы мəселениң əтирапында оқыўшылардың пикирлеўин, 

дөретиўшилик қəбилетин, уқыплылығын тереңлетиў ушын   

зəрүрли. Буның нəтийжеси болса, оқыўшылардың, өз били-

мин кеңейтип барыўына, математикаға  болған қызығыўшы-

лығының артыўына тəсирин тийгизеди. 

Соны айтып өтиўимиз керек, теңсизликлерди дəлийллеў 

оларды шешиўге қарағанда қурамалырақ, бирақ қызықлы. 

Теңсизликлерди дəлийллеўдиң биз қараған усылларынан 

басқа да бир қанша эффектив усыллары бар, бул усылларды 

үйретиў келеси изертлеўлеримиздиң мазмуны болады.  

Жуўмақластырып айтқанымызда, бул жумыстың матери-

алынан академиялық лицей ҳəм кəсип-өнер колледж 

оқыўшылары ушын факультативлик яки дөгерек сабақла-

рында пайдаланыў мақсетке муўапық болады. 
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РЕЗЮМЕ 

Бу мақолада  тенгсизликлар функцияларининг хоссаларидан фойдаланиб  тенгсизликларни исботлаш йўллари мисоллар ёрдамида 
тушунтирилган. Бундай тенгсизликларни академик лицей ва касб-ҳунар коллежлари ўқувчилари факультатив ёки тўгарак дарсларида 
фойдаланиши мумкин. 

РЕЗЮМЕ 
Статья посвящается вопросам изучения способов объяснения неравенств с помощью функций неравенств. В академических лицеях и 

профессиональных колледжах освоение этого материала рекомендуется проводить на факультативных  занятиях и в кружках. 
SUMMARY 

The article deals with the issues of ways of presentation and explanation of inequality with the help of functions of inequalities. At the academic 
lyceums and professional colleges it is recommended to teach this material at the optional courses and in the clubs. 

 


