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Rezyume. Maqolada n(≥4) oʻlchovli affin fazodagi k oʻlchovli Πk  tekislik koʻrib chiqilgan. Bunda Πk tekisliklarning 

oʻzaro joylashish holatlari ularni aniqlovchi tenglamalar ranglari orqali aniqlanadi. 
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Резюме. В статье рассматривается k-мерная плоскость Πk в n-мерном аффинном пространстве, где n(≥4). При 

этом взаимное расположение плоскостей Πk определяется через ранги уравнений, задающих эти плоскости. 
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Summary. The article considers a k-dimensional plane Πk in an n-dimensional affine space, where n(≥4). The relative 

positions of the planes Πk are determined by the ranks of the equations defining these planes. 

Kirisiw. Mektep kursı matematikası hám joqarı oqıw 
orınlarında ótiletuǵın analitikalıq geometriya kursında bir, 
eki ólshemli tegislikler ótiledi. Bir ólshemlisi tuwrı sızıq,   
al eki óshemlisi mektep kursınan tanıs tegislik boladı. 
Matematikada qanday da bir túsinikti, formulanı 
ulıwmalastırıw úlken áhmiyetke iye. Sebebi, ulıwmalasqan 
túsinik arqalı dara jaǵdayın tekseriw ańsat bolıp qaladı.        

Ádebiyatlar analizi. Matematikada koordinatalar 
sisteması payda bolǵannan keyin olar járdeminde 
geometriyalıq figuralardıń qásiyetlerin úyreniw jumısları 
tez pát penen rawajlana basladı. Sonıń ushın oqıwshılarǵa 
bul usıldı úyretip, geometriyalıq máselelerdi túsindiriw 
áhmiyetli bolıp esaplanıladı [1]-[5].  

Talqılaw. Úsh ólshemli keńisliktegi tegisliklerdiń 
qásiyetleri olardıń teńlemeleri arqalı úyreniledi. Biraq, 
keńisliktiń ólshemi úshten úlken bolǵan jaǵdayda ol jerdegi 
tegisliklerdiń óz ara jaylasıw jaǵdayı qanday boladı degen 
sorawǵa usı maqaladan juwap alıwǵa boladı. 

Tiykarǵı bólim. I. Kóp ólshemli tegisliktiń beriliw 

usılları.  Biz úyrenip atırǵan kóp ólshemli affinlıq 

keńislikte kóp ólshemli tegislik túsinigin keltirip ótemiz. 

Bunıń ushın n ólshemli An affinlıq keńislik berilgen bolsın 

hám onıń baǵıtlawshı vektorlıq keńisligin Vn dep 

belgileymiz. Vn vektorlıq keńisliktiń úles keńisligi Wk 

(1≤k<n) bolsın. 

Anıqlama. An affinlıq keńisliktiń belgilep alınǵan N0 

noqatı ushın 
0 kN N W


  bolatuǵın N (
nN A ) noqatlar 

kópligi k ólshemli tegislik dep ataladı. 

Biz, k ólshemli tegislikti Πk arqalı belgilesek, onda 

anıqlama boyınsha 
0{ / , }k n kN N A N N W


    . Bul 

jerdegi N0 noqat Πk tegislikke tiyisli. Sebebi, N0=N bolǵan 

jaǵdayda 
0 0 00 k kN N W N


    . Usı N0 noqat Πk 

tegisliktiń baslanǵısh noqatı, al Wk – baǵıtlawshı keńisligi 

(qısqasha baǵıtlawshısı) dep ataladı. Ayrım jaǵdaylarda 

usınday Πk tegislik (N0,Wk) arqalı da belgilenedi. Biz 

tómendegi teoremalardı dálillewsiz keltiremiz.                   

1-teorema. Πk tegisliktiń N0 noqattan basqada qálegen 

noqatı onıń baslanǵısh noqatı boladı. 

Anıqlama. k = 1 bolǵan jaǵdayda An keńisliktegi bir 

ólshemli Π1 tegislikti tuwrı sızıq, al k=n–1 ólshemli Πn-1 

tegislikti gipertegislik dep ataymız.        

2-teorema. An keńisliktegi hár qanday Πk tegislik k 

ólshemli affinlıq keńislik boladı.   

Anıqlama. Affinlıq keńisliktegi k+1 sandaǵı A0, A1, . . ., 

Ak noqatlar  ushın 
0 1 0 2 0, , ... , kA A A A A A
  

 vektorlar sisteması 

sızıqlı baylanıssız bolsa, onda usı noqatlar sisteması sızıqlı 

baylanıssız, al keri jaǵdayda sızıqlı baylanıslı dep ataladı.  

 3-teorema. An keńisliktegi sızıqlı baylanıssız k+1 

sandaǵı noqatlardan tek bir  k ólshemli tegislik ótedi.   

Πk tegisliktiń beriliw usılların kórip ótemiz. Bunıń ushın 

An affinlıq keńislikte 
1 2( , , , . . . , )nR O e e e  koordinatalar 

sistemasın alayıq. Meyli, Πk tegislik M0 noqat arqalı ótip, 

onıń baǵıtlawshı keńisligi Wk bolsın. Bul jerde Wk 

keńisliktiń bazasin 
1 2{ , , ... , }ku u u  dep alamız

 
hám

0k kM M M W


    . Bazis vektorlardıń anıqlanıwı 

boyınsha, 

0 1 1 2 2 ... k kM M u u u  


    . 

Sonda, affinlıq keńisliktiń O, M0, M noqatları ushın 

orınlı bolatuǵın 
0 0OM OM M M

  

   teńlik mına túrde 

boladı:     

0 1 1 2 2 ... k kOM OM u u u  
 

                               (1) 

M0, M noqatlardıń R affinlıq reperge qarata 

koordinataları sáykes 1 2

0 0 0( , , ... , )nx x x , 1 2( , , ... , )nx x x  hám 

1 2{ , , ... , }ku u u  vektorlar sistemasınıń 
1 2{ , , . . . , }nB e e e  

baziske qarata koordinataları 
1 11 21 1{ , , ... , }nu c c c , 

2 12 22 2{ , , ... , }nu c c c  h.t.b 1 2{ , , ... , }k k k nku c c c  bolsa, 

onda (1) teńlik mına túrge keledi. 
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n n n n

k k k nk n

x e x e x e x e x e x e

c e c e c e c e c e c e

c e c e c e

 



       

        

    

    Bul jerde 
1 2{ , , . . . , }ne e e  vektorlar sistemasınıń sızıqlı 

baylanıssız ekenligin esapqa alsaq, onda keyingi teńlik 

mına teńlik penen teń kúshli: 

 

1 1

0 1 11 2 12 1

0 1 1 2 2

1 1

0 1 1,1 2 1,2 1,

0 1 1 2 2

. . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . ,

. . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . .

k k

k k

k k k kk

k k

k k k k k

n n

n n k nk

x x c c c

x x c c c

x x c c c

x x c c c

  

  

  

  

 

  

     


     


    


     

          (2) 

Solay etip, (2) teńlikler sistemasındaǵı λ1, λ2, . . . , λk 

parametrlerge hár qıylı mánislerdi bersek, onda Πk 

tegisliktiń ústinde ózgeriwshi noqattıń 
1 2( , , ... , )nx x x  

koordinataları anıqlanadı. Sonıń ushın (2) ańlatpa Πk 

tegisliktiń parametrlik teńlemeleri dep ataladı. 

4-teorema. An affinlıq keńisliktegi hár qanday Πk 

tegislikke tiyisli qálegen noqattıń koordinataları    
1 2

11 12 1 1

1 2

21 22 2 2

1 2

,1 ,2 ,

... 0,

... 0,

. . . . . . . . . . . .

... 0.

n

n

n

n

n

n k n k n k n n k

a x a x a x a

a x a x a x a

a x a x a x a   

     


    


     

               (3) 

túrde berilgen n–k sandaǵı sızıqlı baylanıssız hám birgelikli 

teńlemeler sistemasınıń sheshimi boladı hám kerisinshe, (3) 

túrdegi teńlemeler sisteması k ólshemli tegislikti anıqlaydı. 

 (3) teńlemeler sisteması An keńisliktegi k ólshemli 

tegisliktiń ulıwma teńlemesi dep ataladı. Dara, k=n-1 

bolǵan jaǵdayda (3) sistema  
1 2

11 12 1 1... 0n

na x a x a x a      

túrge kelip, ol gipertegisliktiń teńlemesi dep aytıladı. 

II. Kóp ólshemli eki tegisliktiń óz ara jaylasıwı. An 

keńislikte Πk=(N1,Wk) hám Πm=(N2,Wm) tegislikler        

ózleriniń sáykes teńlemeleri menen berilgen bolsın:     
1 2

11 12 1 1

1 2

21 22 2 2

1 2

,1 ,2 ,

... 0,

... 0,
:

. . . . . . . . . . . .

... 0.

n

n

n

n

k

n

n k n k n k n n k

a x a x a x a

a x a x a x a

a x a x a x a   

     


    
 


       

   (4) 

 
1 2

11 12 1 1

1 2

21 22 2 2

1 2

,1 ,2 ,

... 0,

... 0,
:

. . . . . . . . . . . .

... 0.

n

n

n

n

m

n

n m n m n m n n m

b x b x b x b

b x b x b x b

b x b x b x b   

     


    
 


     

 (5) 

Usı tegisliklerdiń óz ara jaylasıw jaǵdayların              

kórsetiwshi anıqlamalardı keltiremiz: 

1-anıqlama. Πk hám Πm tegislikler eń keminde bir 

ulıwma noqatqa iye bolsa, onda olar kesilisiwshi tegislikler 

dep ataladı. 

2-anıqlama. Ulıwma noqatqa iye bolmaytuǵın Πk hám 

Πm tegislikler ushın min( , )s k m  bolsa, onda bul        

tegislikler tolıq  parallel (yamasa, qısqasha parallel) dep 

ataladı.    

Eskertiw. min( , )s k m  degende k≤m ushın s=k, al 

m≤k bolǵanda s=m dep alınadı.    

3-anıqlama. Kesilispeytuǵın Πk hám Πm tegislikler   

ushın 0 min( , )s k m   shárti orınlı bolsa, onda bul     

tegislikler tolıq emes parallel dep, al s sanı parallellik    

indeks dep ataladı.     

4-anıqlama. Kesilispeytuǵın hám parallel emes eki    

tegislik ayqasıwshı tegislikler dep ataladı. 

Joqarıda atap ótilgen ekinshi hám úshinshi           

anıqlamalardan ayqasıwshı tegislikler ushın 

{0} 0k m s sW W W dimW      ekenligi kelip shıǵadı.   

Tegisliklerdiń teńlemeleri boyınsha olardı izertlew 

máselesin kórip óteyik. Bunıń ushın, dáslep (4) hám (5) 

teńlemeler sistemasın birgelikte qaraymız:  
1 2

11 12 1 1

1 2

21 22 2 2

1 2

,1 ,2 ,

1 2

11 12 1 1

1 2

21 22 2 2

1 2

,1 ,2

... 0,

... 0,

. . . . . . . . . . . .

... 0,
:

... 0,

... 0,

. . . . . . . . . . . .

...

n

n

n

n

n

n k n k n k n n k

k m n

n

n

n

n m n m n

a x a x a x a

a x a x a x a

a x a x a x a

b x b x b x b

b x b x b x b

b x b x b

   

 

    

    

    
 

    

    

   , 0.n

m n n kx b 














 

   (6)                      

(6) teńlemeler sistemasınıń tiykarǵı matricasınıń rangin 

r, al keńeytilgen matricasınıń rangin R dep belgileymiz. 

Anıqlıq ushın dimΠk ≤ dimΠm dep alayıq. Onda k≤m      

yamasa n k n m   . Solay etip, (6) sistemadan 

n k r n   .    

I)  Meyli, (6) teńlemeler sistemasında r=R bolsın. Bul 

jaǵdayda usı sistema nollik emes sheshimge iye 

bolǵanlıqtan Πk hám Πm tegislikler kesilisedi.   

I1) Eger R=r=n bolsa, onda (6) teńlemeler sisteması tek 

bir 1 2

0 0 0( , , ... , )nx x x  sheshimge iye. Geometriyalıq jaqtan Πk 

hám Πm tegislikler bir 1 2

0 0 0( , , ... , )nM x x x  noqatta 

kesilisedi.     

I2) R =r=n–k  bolǵan jaǵdayda (6) teńlemeler         

sistemasındaǵı dáslepki ( )n k  sandaǵı teńlemeleri sızıqlı 

baylanıssız bolıp, qalǵan ( )n m  sandaǵısı olardıń sızıqlı 

kombinaciyasınan turadı. Usınıń nátiyjesinde (4) teńlemeler 

sistemasınıń sheshimler kópligi (5) teńlemeler sistemasınıń 

da sheshimi boladı, yaǵnıy 
k m  .      

I3)  Berilgen matricanıń r rangi n k r n    bolǵan 

jaǵdayda (6) teńlemeler sistemasınıń n–r sandaǵı sızıqlı 

baylanıssız hám birgelikli teńlemeler sisteması bar bolıp, ol 

n r  tegislikti anıqlaydı. Solay etip, 
k m n r   .                  

II) Aytayıq, (6) teńlemeler sisteması ushın r≠R bolsın, 

yaǵnıy  birgelikli bolmasın. Onda Πk hám Πm tegislikler 

kesilispeydi. Bul jaǵdayda usı tegisliklerdiń óz ara 

jaylasıwın anıqlaw ushın 
k mW W  kesilispeni tekseremiz.

 
 

(4) hám (5) teńlemeler sisteması menen berilgen        

tegisliklerdiń baǵıtlawshı keńislikleri sáykes      
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1 2

11 12 1

1 2

21 22 2

1 2

,1 ,2 ,

... 0,

... 0,
:

. . . . . . . . . . . .

... 0.

n

n

n

n

k

n

n k n k n k n

a x a x a x

a x a x a x
W

a x a x a x  

    


   


    

           (7) 

 
1 2

11 12 1

1 2

21 22 2

1 2

,1 ,2 ,

... 0,

... 0,
:

. . . . . . . . . . . .

... 0.

n

n

n

n

m

n

n m n m n m n

b x b x b x

b x b x b x
W

b x b x b x  

    


   


    

             (8)    

teńlemeler arqalı beriledi. Sonda,
 k mW W  kesilispe mına 

teńlemeler sisteması arqalı anıqlanadı:      
1 2

11 12 1

1 2

,1 ,2 ,

1 2

11 12 1

1 2

,1 ,2 ,

... 0,

. . . . . . . . . . . .

... 0,
:

... 0,

. . . . . . . . . . . .

... 0.

n

n

n

n k n k n k n

k m n

n

n

n m n m n m n

a x a x a x

a x a x a x
W W

b x b x b x

b x b x b x

  

  

    


    

 
   



    

  (9) 

(9) teńlemeler sisteması bir tekli bolǵanlıqtan onıń 

tiykarǵı matricasınıń rangi keńeytilgen matricasınıń rangine 

teń. Sonlıqtan,
 k mW W  . Biz, (9) teńlemeler         

sistemasına sáykes keliwshi matricanıń rangin r dep      

belgilegen edik ((6) sistemaǵa qarań). Bul jerde de r rangtiń  

n k r n    mánislerin kórip ótemiz.   

II1) Eger r=n bolsa, onda (9) teńlemeler sisteması tek   

bir (0;0;…0) sheshimge iye bolıp, {0}k mW W  . Bul 

jaǵdayda Πk hám Πmtegislikler ayqasıwshı (4-anıqlama).                        

II2) r=n – k bolǵan jaǵdayda (9) teńlemeler sistemasınıń 

sheshimi (7) teńlemeler sistemasınıń sheshimi menen 

betleskenlikten
k m kW W W   orınlı. Onday jaǵdayda Πk 

hám Πm tegislikler tolıq parallel boladı.  

II3) Eger n k r n    bolsa, onda (9) teńlemeler 

sisteması n–r sandaǵı sızıqlı baylanıssız teńlemelerden  

turadı. Sonlıqtan, (9) teńlemeler sisteması Wn-k ólshemli 

vektorlıq keńislikti anıqlaydı. Solay etip, bul jaǵdayda Πk 

hám Πm tegislikler tolıq emes parallel boladı.           

Juwmaq. Ush ólshemli keńisliktegi tegisliktiń     

teńlemesin kóp ólshemli (n>3) keńisliktegi tegislik ushın 

ulıwmalastırıwǵa boladı eken. Usınıń nátiyjesinde kóp 

ólshemli tegisliklerdi anıqlawshı teńlemelerdiń rangleri 

arqalı olardıń óz-ara jaylasıw jaǵdayları anıqlanadı eken.  
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