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Rezyume. Maqolada matematik modellari ikkinchi tartibli chiziqli boʻlmagan differensial tenglamalar bilan              

ifodalanuvchi tizimlar holatni analiz qilishda, analitik usullardan samarali foydalanish masalasi qaralgan. Fizika, mexanika, 

elektrotexnika va biologiya kabi koʻplab sohalarda uchraydigan murakkab jarayonlarni matematik modellari, chiziqli 

boʻlmagan differensial tenglamalar bilan ifodalanib, yechimni analitik usulda olish muhim ahamiyatga ega.  

Ключевые слова: дифференциальное уравнение, аналитическое решение, метод малых параметров, метод   

разложения Адомиана, метод гомотопического анализа, уравнение Ван дер Поля, математическое моделирование, 

колебательные процессы. 

Резюме. В статье рассматривается вопрос эффективного использования аналитических методов при анализе 

состояния систем, математические модели которых представлены нелинейными дифференциальными 

уравнениями второго порядка. Математические модели сложных процессов, встречающихся во многих областях, 

таких как физика, механика, электротехника и биология, представляются нелинейными дифференциальными 

уравнениями, и важно получить решение аналитическим методом.  

Key words: differential equation, analytical solution, small parameter method, Adomian series expansion method,   

homotopy analysis method, Van der Pol equation, mathematical modeling, oscillatory processes. 

Summary. The article examines the effective use of analytical methods in case analysis of systems whose mathematical 

models are represented by second-order nonlinear differential equations. Mathematical models of complex processes     

encountered in many fields, such as physics, mechanics, electrical engineering, and biology, are represented by nonlinear 

differential equations, and it is important to obtain solutions analytically.  

 

Kirish. Ayrim determinirli jarayonlar, jumladan 

fizikaning gazlar, suyuqliklar mexanikasi, issiqlik         

konveksiyasi, elektrotexnika, radioelektronika kabi,       

konsentratsiya, diffuziya, yadroviy parchalanish singari 

kimyoviy jarayonlar, “Yirtqich-oʻlja”, bir jinsli                

populyatsiya, inson organlari dinamik holatini oʻganish 

bilan bogʻliq boʻlgan biologik jarayonlar matematik  

modellari koʻpgina hollarda chiziqli boʻlmagan oddiy     

yoki xususiy hosilali differensial tenglamalar bilan       

ifodalanadi. 

Matematik fizika tenglamalari bilan ifodalanadigan 

yuqoridagi dinamik jarayonlarda energiya almashinuvi va 

jarayonlarning holat oʻzgaruvi hamda harakat tezligi bilan 

bogʻliq qonuniyatlarni oʻrganish va tadqiq qilish chiziqli 

boʻlmagan differensial tenglamalar bilan beriladigan     

chegaraviy masalalarni yechishni talab qiladi. Bu singari 

chiziqli boʻlmagan chegaraviy masalalar yechimlarini   

analitik usulda topish juda murakkab yoki umuman        

imkonsiz boʻlishi mumkin. Shu sababli bunday           

tenglamalarni oʻrganishda ularning analitik yechimlarini 

taqribiy aniqlash muhim ilmiy va amaliy ahamiyat kasb 

etadi. Natijada tenglamalarning yechimlari, ularning vaqt 

boʻyicha oʻzgarish qonuniyatlarini, jarayon holatlarining 

sifatli oʻzgarishini aniqlash hamda turli parametrlarning 

tizim dinamikasiga ta’sirini baholash mumkin boʻladi. 

Chiziqli boʻlmagan differensial tenglamalarning 

yechimlarini taqribiy topish maqsadida turli matematik 

usullar ishlab chiqilgan boʻlib, ular kichik parametrlar usuli, 

Adomian qatorga yoyish usuli, Homotopiya tahlil usuli, 

variatsion usullar, iteratsion yondashuvlar va boshqa     

analitik yaqinlashish usullaridir. Ushbu usullar yordamida 

murakkab tenglamalarni soddalashtirilgan koʻrinishda tahlil 

qilish, ularning yechimlarini qatorlar koʻrinishida ifodalash 

hamda amaliy hisoblashlarda foydalanish mumkin. 

Maqolada chiziqli boʻlmagan oddiy differensial  

tenglamalarning analitik yechimini taqribiy topish masalasi 

qaralib, bunda metodning qanday qoʻllanilishi quyidagi 

ketma-ketlikda keltirildi: 

 kichik parametrlar usuli – kichik parametr orqali 

yechimni ketma-ket yaqinlashuvchi qator sifatida ifodalash;  

 Adomian qatorga yoyish usuli – noma’lum funksiyani 

va chiziqli boʻlmagan qismni Adomian polinomlari orqali 

ajratib yechim olish;  
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 homotopiya tahlil usuli – chiziqli va chiziqli 

boʻlmagan ifodalar oʻrtasida uzluksiz bogʻlanish asosida 

yechim topish.  

Bu usullar chiziqli boʻlmagan differensial            

tenglamalarning dinamik holati va turgʻunligini tadqiq etish 

imkonini beradi. 

Amaliy masala sifatida Van der Pol tenglamasi tadbiqini 

qaraymiz. Bu tenglama radiofizika va elektrotexnika      

sohalarida uchraydigan chiziqli boʻlmagan dinamik       

tebranish jarayonlarini tavsiflovchi muhim matematik   

model hisoblanadi va quyidagi differensial tenglama bilan 

ifodalanadi [1]: 
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 − 𝜇(1 − 𝑥2)
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑥 = 0  ,       (1) 

bu yerda 𝑥 = 𝑥(𝑡) – signal amplitudasi, 𝜇 = 𝜇(𝑡) 

chiziqsizlik parametri. 

Boshlangʻich shartlar: 

𝑥(0) = 1, 𝑥′(0) = 0 

Kichik parametrlar usulidan foydalanganda, 0<𝜇≪1 

boʻlsa, yechim quyidagi qator koʻrinishida yoziladi [2]: 

𝑥(𝑡) = 𝑥0 + 𝜇𝑥1 + 𝑂(𝜇2)   (2) 

𝑥0
′′ + 𝑥0 = 0    (3) 

𝑥0 = cos𝑡         (4) 

Natijada: 

𝑥(𝑡) ≈ cos𝑡 +
𝜇

8
(sin3𝑡 − 3sin𝑡)       (5) 

 
1-rasm. Kichik parametrlar usulida olingan natija. 

Adomian qatorga yoyish usulidan foydalanganda 

yechim quyidagi funksional qator koʻrinishida               

keltiriladi [3]: 

𝑥(𝑡) = ∑ 𝑥𝑛
∞
𝑛=0 (𝑡)    (6) 

𝑥0 = cos𝑡               (7) 

𝑥1 =
𝜇

8
(sin𝑡 − sin3𝑡).   (8) 

 
2-rasm. Adomian qatorga yoyish usulida olingan natija. 

Homotopiya tahlil usulida yechim quyidagicha olinadi 

[4]: 

Tenglamani quyidagi operatorlar orqali ifodalaymiz: 

𝐿(𝑥) = 𝑥″ + 𝑥     (9) 

𝑁(𝑥) = −𝜇(1 − 𝑥2)𝑥′    (10) 

Homotopiya quyidagicha quriladi: 

(1 − 𝑝)[𝐿(𝑥) − 𝐿(𝑥0)] + 𝑝[𝐿(𝑥) + 𝑁(𝑥)] = 0  (11) 

bu yerda 𝑝 ∈ [0,1] — deformatsiya parametri, 𝑥0 — 

boshlangʻich yaqinlashuv boʻlib, 

𝑥0 = cos𝑡     (12) 

koʻrinishda olinadi. 

Yechim quyidagi qator koʻrinishida izlanadi: 

𝑥 = 𝑥0 + 𝑝𝑥1 + 𝑝2𝑥2 + ⋯   (13) 

𝑝 boʻyicha hadlarni tenglashtirib, birinchi yaqinlashuv 

uchun quyidagi tenglama hosil boʻladi: 

𝑥1″ + 𝑥1 = 𝜇(1 − 𝑥0
2)𝑥0

′    (14) 

𝑥0 = cos𝑡 ni hisobga olib, quyidagini topamiz 

𝑥0
′ = −sin𝑡     (15) 

Hisoblashlar natijasida 

𝑥1 =
1

6
sin𝑡 −

1

24
sin3𝑡    (16) 

Natijada 𝑝 → 1 da umumiy yechim quyidagi 

koʻrinishga ega boʻladi: 

𝑥(𝑡) = cos𝑡 + 𝜇 (
1

6
sin𝑡 −

1

24
sin3𝑡)   (17) 

 
3-rasm. Homotopiya tahlil usulida olingan natija. 

Xulosa. Olib borilgan hisoblash tajribasi natijasida 

ma’lum boʻldiki, ikkinchi darajali chiziqsiz differensial 

tenglamalar bilan ifodalanadigan amaliy masalalarni 

matematik modellari, chiziqsiz chegaraviy masala 

koʻrinishida boʻlib, analitik usullar yordamida olingan 

yechim yuqori aniqlikda tahlil qilish imkoniyatini yaratdi.  

Holati Van der Pol  tenglamasi bilan ifodalanadigan amaliy 

masala sifatida, tebranishlarning amplituda–faza holatlarini 

oʻrganish masalasi qaraldi va hisoblash tajribasi oʻtkazilib, 

olingan yechimlar tahlil qilindi. Turli usullar qoʻllanilib, 

olingan yechimlar grafiklar usulida keltirilib, ularning 

oʻzaro yaqinligi grafiklarda oʻz aksini topdi. Olingan 

natijalar tabiatda uchraydigan biologik, sanoatda 

uchraydigan fizik, mexanik jarayonlarni aks ettiruvchi 

tizimlarni  matematik modellashtirish yordamida tahlil 

qilishda, maqolada qoʻllanilgan analitik usullardan 

foydalanish, sifatli va samarali vosita ekanligidan dalolat 

beradi.  
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