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Резюме. Мақолада икки томондан тасодифий цензурланишнинг регрессия моделида шартли умр давомийлиги 

функциясининг даражали баҳоси тузиган. Ушбу баҳонинг боғлиқсиз тасодифий функциялар йиғиндиси билан    

аппроксимацияси ва унинг текис кучли асослилиги хоссалари ўрганилган. 

Ключевые слова: непараметрическая регрессия, случайное цензурирование, функция выживания, степенная 

оценка,  ядерная оценка. 

Резюме. В статье построена степенная оценка условной функции выживания в регрессионной модели при   

случайном цензурировании с двух сторон. Изучена аппроксимация данной оценки суммой независимых случайных 

функций и свойства её равномерной сильной состоятельности. 

Key words: nonparametrical regression, random censoring, survival function, power-type estimator, kernel estimator. 

Summary. The article constructs a power type estimator for the conditional survival function in a regression model  

under random censoring from both sides. The approximation of this estimator by a sum of independent random functions 

and its uniform strong consistency properties are studied. 

 

I. Непараметрическая регрессионная модель при 

случайном цензурировании с двух сторон. Рассмот-

рим следующую регрессионную модель с фиксирован-

ным дизайном для случая цензурирования наблюдений 

с двух сторон. Пусть случайная величина (с.в.) ,Z  

означающая продолжительность жизни пациента, нахо-

дится под влиянием другой с.в. ,X означающей дозу 

лекарства. В индустриальных опытах Z  означает время 

безотказной работы технического устройства, а X -

давление, температуру или напряжение. На практике, 

как правило с.в. Z  полностью ненаблюдаема и может 

подвергаться случайному цензурированию с двух    

сторон с.в. L  и Y . Предполагается, что компоненты 

вектора  , ,L Z Y  независимы с.в. при заданной ковари-

ате .X x  Пусть   , , , 1,k k kL Z Y k n  - независимые 

реализации с.в.  , ,L Z Y  в n  экспериментах и схема 

цензурирования такова, что в n -м шаге эксперимента 

наблюдается   ( ) (0) (1) (2), , , , 1, ,n

i i i iS i n      где 
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  max ,min , ,i i i iL Z Y     (0) min , ,i i i iI L Z Y    

 (1) ,i i i iI L Z Y      (2)

i i i iI L Y Z     и ( )I A
 

– 

индикатор события .A  Заметим, что интересующие нас 

с.в. 
iZ  наблюдаемы лишь при (1) 1

i
   и задача состоит 

в оценивании условной функций выживания 1 xF  по 

выборке 
( ).nS  Такую задачу впервые при случайном 

цензурировании справа рассматривал Беран [3],     

предложив обобщенную оценку множительной      

структуры из [5]. В дальнейшем эта оценка была       

исследована также и в работах [7, 8]. Авторы [1, 2]   

построили и исследовали класс степенных оценок в 

различных моделях цензурирования. В условной      

модели пропорциональных интенсивностей соответ-

ствующая степенная оценка исследована в [9]. В  

настоящей работе рассматривается модель случайного 

цензурирования с двух сторон и в ней также              

исследуются оценки степенной структуры. Обозначим 

через ,
ixF  ,

ixG  
ixK  и 

i
xH  непрерывные условные ф.р. 

с.в. ,iZ  ,iY  
iL  и 

i  при заданной ковариате 
iX x . 

Тогда легко видеть, что  

         1 1 1 , 0.
i i i ix x x xH t K t G t F t t     

 
        (1) 

Рассмотрим случай, когда 
ix  являются фиксирован-

ными точками дизайна из   0 10,1 :0 ... 1.nx x x    
 

Далее для упрощения записи, вместо 
ix будем писать 

.x  Ввиду того, что в настоящей модели с.в. 
x

Z  цензу-

рируются слева с.в. 
x

L , мы в состоянии оценить только 

усеченную условную функцию выживания 

   1 / , 0
x i i

F t P Z t Z t


       ,               (2) 

по выборке ( ) ,nS  где   выбирается подходящим 

образом. 

Для построения оценки для (2) введём вспомога-

тельные субраспределения: 

           (0) (0)

0

, 1 1 1 1 ,

t

x x x x x xQ t P t G s F s dK s          

          (1) (1)

0

, 1 1 ,

t

x x x x x xQ t P t K s G s dF s     
 

          (2) (2)

0

, 1 1 ,

t

x x x x x xQ t P t K s F s dG s     

       (0) (1) (2) , 0.x x x xQ t Q t Q t H t t     

Рассмотрим вероятность  

        min , , 0x x x x x xq t P L t Z Y K t H t t      , 

а также интегральная функция интенсивности (и.ф.и.)  

для ф.р. 
xF : 

 
 

 
 

 

(1)

(1) , 0.
1

t t

x x

x

x x

dF s dQ s
t t

F s q s





 

    
 

 

Введём также левостороннюю и.ф.и. для ф.р. 
xK : 

 
 
 

 
 

(0)

(0) , 0x x

x

x xt t

dK s dQ s
t t

K s H s
 

 

     
. 

Число  , ,x x xK G F   выбирается из условий: 

   
     

,

(0) (1)

inf 1 0,

,

x
x x

t Sp N

x x

K t N t


 

  

  


  

 

где 

          1 1 1 min , ,x x x x xN t G t F t P Z Y t     

     0:0 1 ,x xSp N t N t     

    0 (0): 0x xt t       , 

  (1) (1): 0x xt t       . 

Введём соответствующие оценки типа Стоуна [6] с 

весами типа Гессера-Мюллера [4] для субраспределе-

ний ( ) ,m

xQ
 

0,1,2;m   ф.р. 
xH  и вероятности 

xq : 

     

     

     

( ) ( )

1

1

; , 1 , 0,1,2,

; ,

,

n
m m

xh ni n i i

i

n

xh ni n i

i

xh xh xh

Q t x h I t m

H t x h I t

q t K t H t

  

 





   

 

 




     (3) 

где  

 
 
 

(0)

exp , ,xh

xh

xht

dT s
K t t

H s


  
  

  


                  (4) 

– экспоненциальная оценка для ф.р. 
xK  и  

1

1

0

1 1
( ; ) , 1, .

i n

i

x x

ni n

n n n nx

x y x y
x h dy dy i n

h h h h
  





     
      

    
 

 

Здесь 
0 0,x 

 
 – известная функция плотности 

(ядро) и  nh
 

– последовательность положительных 

постоянных (ширина окна), стремящихся к нулю при 

n . 

Аналогично, оценка для и.ф.и. (1)

x  имеет вид  

 
 
 

(1)

(1) , .

t

xh

xh

xh

dQ s
t t

q s




  
                         (5) 

В [2] построена следующая степенная оценка для 

1 xF : 

 
 
 

 

1 , ,

xhR t

xh

xh

xh

q t
F t t

q



 


 
   

 

                    (6) 

где    
 
 

1

(1)

t

xh

xh xh

xh

dq s
R t t

q s
 





 
   

  


 - соответ-

ствующая оценка для функции 

   
 
 

1

(1) , .

t

x

x x

x

dq s
R t t t

q s
 







 
    

  

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Далее введем следующие обозначения: 

 1
1
min ,n i i

i n
x x 

 
     1

1
max ,n i i

i n
x x 

 
    

 
2 2

2
y dy 





 
,     v

vm y y dy 




 
,  1,2v  . 

Рассмотрим условия: 

(У1) При n , 1nx  , 1( )n O n  , 

1( );n n o n    

(У2) Ядро   является плотностью с компактным 

носителем [ , ]M M , при некотором 0,M   1( ) 0m    и 

  удовлетворяет условию Липщица. 

Пусть  inf 0: ( ) 1
xH xT t H t    и 

 sup 0: ( ) 0 .
xH xt H t     

(У3) 
2

2

( )
( ) ,x

x

H t
H t

x






 
2

2

( )
( ) ,x

x

H t
H t

t


 



 
2 ( )

( ) ,x
x

H t
H t

x t


 

 

 

2 ( )
( )

2

( )
( ) ,

m
m x

x

Q t
Q t

x





 

2 ( )
( )

2

( )
( ) ,

m
m x

x

Q t
Q t

t

 



 

2 ( )
( ) ( )

( ) ,
m

m x
x

Q t
Q t

x t

 


 

 0,1m   существуют и непрерывны 

для ( , ) [ , ] [0,1],t x T   где 

   max , , min , , .
x x x x x xF G K F G Kt T T T T        

Теорема 1 [2]. Пусть выполнены условия (У1)-(У3) 

и при n , 0,nh   ln
(1),

n

n
o

nh
  

5

(1)
ln

nnh
O

n
 . Тогда 

для  t T   :  

   

     (0) (1) (2)

1

; , , , , ,

xh x

n

ni n tx i i i i n

i

F t F t

x h R t x

 

    


 

  
 

где  

 

  
         

    

(0) (1) (2)

(1)

2

, , ,

1

tx i i i i

t
i x xh x

x

x x

I s H s s dQ s
F t

K s H s







   

 

 

   
  




 

   

   

   

   

(1) (1) (1) (1), 1 , 1i i x i i x

x x x x

I t Q t I Q

K t H t K H

     

 

     
  

 

 

         

    

(1) (1)

2

, 1
,

t
i i x x x

x x

I s Q s d K s H s

K s H s

      
 

 


 

   
      

 

(0)

2
1

n
i x x

xh x

i xt

I s H s dQ s
t K t

H s








  
 


 

 

   

 

      

 

(0) (0)

(0) (0)

2

, 1

, 1
,

i i x

x

i i x x

xt

I t Q t

H t

I s Q s dH s

H s

 

 

  
 

   
 




 

 

и при n  

   
п.н.

3/4 3/4sup , ( ) (ln )n n
t T

R t x O nh n




 

 . 

Теорема 2 [2]. В условиях теоремы 1 следует рав-

номерно сильная состоятельность оценки (6) при 

n :  

     
п.н

1/2 1/2sup ( ) (ln ) .xh x n
t T

F t F t O nh n 




 

   

II. Частично-информативная регрессионная мо-

дель при случайном цензурировании с двух сторон. 

Рассмотрим следующий специальный случай модели из 

I. Предположим, что пары  ,x xZ Y  удовлетворяют 

условной модели пропорциональных интенсивностей 

[9]: 

    1 1 ,
x

x x
G t F t



    0t  ,                   (7) 

где 
x  положительный неизвестный параметр. 

Из формули (1) и (7) находим следующее представ-

ление для 1 :xF  

 
 
 

1 1 , 0,

x

x

x

x

H t
F t t

K t


 

    
 

                  (8) 

1
.

1
x

x







 Формула (8) играет ключевую роль в 

построении оценки для 1 .xF   

Если учесть равенство (7), то  

        (1)

0

1 ,
x

t

x x x xQ t K s F s dF s


 
 

         (2)

0

1 1
x

t

x x x xQ t K s F s d F s


   
 

тогда получаем  

   (2) (1), 1 , 1x x x x xP t P t         .         (9) 

Кроме того, если ввести обозначения 

 ( ) ( ) 1 ,m m

x x
p P  

 
0,1,2m   и в равенстве (9) перейти 

к пределу при t  , то получим, 
(1)

(1) (2)

1

1

x
x

x x x

p

p p



 

 

, которое с помощью (3) оценива-

ется следующим образом: 
(1)

(1) (2)
,xh

xh

xh xh

p

p p
 


                            (10) 

где 

 ( ) ( )

1

; , 1,2.
n

m m

xh ni n i

i

p x h m 


   

Теперь подставив оценки (3), (4) и (10) в (8), полу-

чаем оценку для  1 /F x   в виде 

 
 
 

1 1 , 0.

xh

xh

xh

xh

H t
F t t

K t


 

    
 

                     (11) 

Легко видеть, что ввиду условий (7) в рассматрива-

емой модели  

  inf 0: 1
x xF G xT T t F t     и 

  sup 0: 0 .
x xF G xt F t      

Рассмотрим условия (У1) и (У2), а также условия 
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(У3)’ 
2

2

( )
( ) ,x

x

H t
H t

x






 
2

2

( )
( ) ,x

x

H t
H t

t


 



 
2 ( )

( ) ,x
x

H t
H t

x t


 

 

2 (0)
(0)

2

( )
( ) ,x

x

Q t
Q t

x






 
2 (0)

(0)

2

( )
( ) ,x

x

Q t
Q t

t

 




 
2 (0)

(0) ( )
( ) x

x

Q t
Q t

x t

 


 

 

существуют и непрерывны для ( , ) [ , ] [0,1],t x T   где 

   max , min , .
x x x xF K F Kt T T T       

(У4)’ 
2 ( )

( )

2

m
m x

x

d p
p

dx
 , 1,2m   существуют и непре-

рывны для [0,1].x  

Справедливо следующее утверждение в асимптоти-

ческом представлении оценок (11) в виде взвешенной 

суммы с оценкой остаточного члена, т.е. аналог тео-

ремы 1. 

Теорема 3. Пусть выполнены условия (У1)-(У4)’ и 

при n ,   0,nh     ln
(1),

n

n
o

nh


   
5

(1)
ln

nnh
O

n
 . Тогда 

для   t T   : 

   

     (0) (1) (2)

1

; , , , , ,

xh x

n

ni n tx i i i i n

i

F t F t

x h R t x    


 

  
 

где 

 

    
   

   
(0) (1) (2), , , 1 i x

tx i i i i x x

x x

I t H t
F t

K t H t


    

  
   



 

 
   

      

 

(0)

2

i x xx

x x xt

I s H s dQ sH t

K t H t H s

  
   

   


 

   

 

      

 

(0) (0)

(0) (0)

2

, 1

, 1 /

i i x

x

i i x

xt

I s Q s

H t

I s Q s dH s x

H s

 

 

  
 

  
 

 

 
      (2) (1) (1) (1) (2) (2)

2
(1)

1
ln 1 x x i x x i x

x

F t p p p p
p

 

       


 

и при n  

   
п.н.

3/4 3/4sup , ( ) (ln ) .n n
t T

R t x O nh n




 

  

Теорема 4. В условиях теоремы 3 следует равно-

мерно сильная состоятельность оценки (11)при n :  

     
п.н

1/2 1/2sup ( ) (ln ) .xh x n
t T

F t F t O nh n




 

 
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