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РЕЗЮМЕ. Ушбу мақолада геоахборот ва математик моделлаштиришдан фойдаланган ҳолда чегара шартлари 

ва эр ости сувлари ҳаракатининг ҳисобланган параметрларини асослаш кўриб чиқилади. Иш турли гидрогеологик 

шароитларда эр ости сувларининг тарқалиши ва ҳаракатини аниқлаш учун дала маълумотларини, ГИС воситала-

рини ва математик тенгламаларни бирлаштиради. Олинган натижалар эр ости сувлари балансини баҳолашнинг 

аниқлигини ошириш ва улардан оқилона фойдаланиш чора-тадбирларини ишлаб чиқишга хизмат қилмоқда. 

РЕЗЮМЕ. В данной статье рассматривается обоснование граничных условий и расчётных параметров движе-

ния подземных вод с использованием геоинформационно-математического моделирования. В работе интегрируют-

ся полевые данные, инструменты ГИС и математические уравнения для определения распределения и движения 

подземных вод в различных гидрогеологических условиях. Полученные результаты способствуют повышению 

точности оценки баланса подземных вод и разработке мероприятий по их рациональному использованию. 

SUMMARY. This article examines the justification of boundary conditions and calculated parameters of groundwater 

movement using geoinformation and mathematical modeling.The work integrates field data, GIS tools and mathematical 

equations to determine the distribution and movement of groundwater in various hydrogeological conditions. The results 

obtained contribute to improving the accuracy of groundwater balance assessment and developing measures for their     

rational use. 
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Kirisiw. Vektorlar geometriya hám algebranı 

baylanıstırıwshı kópir bolıp esaplanadı. Olar járdeminde 

geometriyalıq máselelerdi sheshiw de, algebralıq máseleni 

sheshiw de ańsatlasıwı múmkin. Lekin bilimlendiriw     

procesin jetilistiriwde máselelerdi sheshiw ushın vektor 

algebrasınıń keń imkaniyatlarınan jeterli dárejede          

paydalanılmay atır.  

Tiykarǵı bólim. Vektorlar algebranı geometriya-

lastırıwda hám geometriyanı algebralastırıwǵa, ápiwayıraq 

etip aytqanda, algebranı geometriyaǵa hám geometriyanı 

algebraǵa «aylandırıw» imkaniyatın beredi. Bunnan tısqarı 

vektorlar informaciyalardı «ıqshamlastırıw»ǵa hám onı 

kórgizbeli qılıwǵa imkaniyat beredi hám sonıń menen   

birge, dálillerdi izlep tabıwdı ańsatlastıradı. 

Eki vektordıń skalyar kóbeymesi túsinigin mektep     

geometriya kursına kiritip, bul túsinikti úyretiwge kóbirek 

itibar beriw talap etiledi. Eki vektor skalyar kóbeymesiniń 

nátiyjesi vektor bolmay, bálki san bolıwı, sonday-aq skalyar 

kóbeytiwdiń qásiyetleri sanlardı kóbeytiw qásiyetlerine 

uqsaslıǵına oqıwshılardıń itibarın tartıw kerek. Sonıń 

menen bir qatarda vektorlardı skalyar kóbeytiwdiń ózine 

tán qásiyetlerin oqıwshılarǵa óz-aldına túsindiriledi [1-5]. 

Eki vektordıń skalyar kóbeymesi túsinigi kiritilip, onıń 

tiykarǵı qásiyetleri keltirilgennen keyin geometriyalıq 

máseleler menen bir qatarda algebralıq máselelerdi     

sheshiwge keń imkaniyatlar ashıladı. 

Algebranı «geometriyalastırıw»da vektorlardıń skalyar 

kóbeymesi hám onıń qásiyetleri, sonday-aq koordinatalarda 
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jazılǵan vektorlardıń moduldegi ańlatpası úlken rol 

oynaydı. Bul qalay ámelge asırıladı? 

Bizge belgili, ( ; )a x y  vektordıń moduli 2 2a x y   

formulası menen esaplanadı. Lekin bul teńlemeni keri 

tártipte de jazıw múmkin. 2 2x y a  , bunnan 2 2x y  

kórinistegi qálegen ańlatpanıń anıq geometriyalıq mániske 

iye ekenligi kelip shıǵadı, ulıwma alǵanda, vektorlar 

haqqında aytıw bul qanday da bir vektordıń moduli haqqın-

da aytıw degen sóz. Sonday-aq eki vektordıń 
1 1

( ; )a x y , 

2 2
( ; )b x y  skalyar kóbeymesi 

1 2 1 2
a b x x y y      for-

mula menen esaplanadı. Bul teńlikti ońnan shepke qarap 

jazıp 
1 2 1 2

x x y y a b      teńligine iye bolamız. Bunnan 

1 1
( ; )a x y , 

2 2
( ; )b x y  vektorlardıń skalyar kóbeymesin 

1 2 1 2
x x y y    kórinisindegi ańlatpa retinde qarawımız 

múmkinligi kelip shıǵadı. a b a b    teńlik orınlanǵanda 

bul vektorlardıń baǵıtlas ekenligi kelip shıǵadı. Bul jaǵday-

da bul eki vektordıń kollinearlıq shárti orınlı dep esaplay-

mız hám 
1 1

( ; )a x y , 
2 2

( ; )b x y  vektorlar ushın 1 1

2 2

x y

x y
  

teńligi orınlı dep alamız [1]. 

Ulıwma bilim beriw mektepleri matematika kursında 

teńleme hám teńsizliklerdi sheshiwde vektorlardan payda-

lanıwǵa jeterlishe dıqqat bólinbegen. Biraq biz tómende 

anaǵurlım dárejede qıyın teńleme hám teńsizliklerdi shesh-

iwde vektorlardıń qásiyetlerinen paydalanıw usılı arqalı 

joqarı nátiyjelerge erisiw múmkin bolǵan birneshe 

jaǵdaylardı kórip shıǵamız [3-5].  

a  vektorı úsh ólshemli keńislikte úsh koordinata 

1 2 3, ,a a a  arqalı xarakterlenedi hám onıń moduli (uzınlıǵı) 

tómendegi formula arqalı esaplanadı 
2 2 2

1 2 3a a a a    

Eki 
1 2 3( ; ; )a a a a hám 

1 2 3( ; ; )b b b b vektordıń qosındısı 

(ayırması) 
1 2 3( ; ; )c c c c  vektorınan ibarat boladı. Bul jerde 

onıń koordinataları 
1 1 1 2 2 2 3 3 3, ,c a b c a b c a b       

(sáykes túrde 
1 1 1 2 2 2 3 3 3, ,c a b c a b c a b      ) 

kóriniste esaplanadı.  

Eger nolden ózgeshe eki vektor bir tuwrıda yamasa 

parallel tuwrılarda jatqan bolsa, onda ol vektorlar kollinear 

vektorlar dep ataladı. Kollinear vektorlardıń sáykes 

koordinataları proporcional boladı. Sonıń menen birge 

buǵan keri túsinik te orınlı: eger eki vektordıń sáykes 

koordinataları proporcional bolsa, onda ol vektorlar 

kollinear vektorlar boladı. 

1 2 3( ; ; )a a a a  hám 
1 2 3( ; ; )b b b b vektorları ushın 

tómendegi teńsizlikler orınlı 

a b a b    yaǵnıy 

2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

2 2 2

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )

a a a b b b

a b a b a b

     

     

               (1) 

(1) formulası 3 hám onnan kóp bolǵan vektorlar 

qosındısı (yamasa ayırması) jaǵdayında ulıwmalastırıladı. 

(1) formulasınıń geometriyalıq mánisi tómendegishe, úsh 

ólshemli keńisliktegi eki noqattı tutastırıwshı sınıq sızıq 

uzınlıǵı, usı noqatlar arasına sızılǵan kesindi uzınlıǵınan 

úlken yamasa teń boladı. Keri jaǵdayda (1) formulası 

úshmúyeshlik teńsizligi dep ataladı. 

(1) teńsizligi a  hám b  vektorları kollinear bolǵan 

jaǵdayda ǵana teńlikke aylanadı. Atap aytqanda (1) 

teńliginen 1 2 3

1 2 3

a a a

b b b
   teńligi kelip shıǵadı. 

a  hám b  vektorları baǵıtlas bolǵanda ǵana 

a b a b    teńligi orınlı boladı, yaǵnıy 

1 2 3

1 2 3

0
a a a

b b b
   . 

Óz gezeginde a b a b    teńligi a  hám b  

vektorları qarama-qarsı baǵıtlanǵan ekenliginen kelip 

shıǵadı hám 1 2 3

1 2 3

0
a a a

b b b
  

. 

1 2 3( ; ; )a a a a  hám 
1 2 3( ; ; )b b b b vektorları skalyar 

kóbeymesi ab   tómendegi formula arqalı anıqlanadı 

cosab a b       (2) 

bul jerde   a  hám b  vektorları arasındaǵı múyesh. 

(2) formulasınan ab a b   teńsizligi kelip shıǵadı.  

Eger a  hám b  vektorları skalyar kóbeymesi koordi-

natalar kórinisinde berilgen bolsa, onda ol tómendegi for-

mula járdeminde esaplanadı. 

1 1 2 2 3 3ab a b a b a b     (3) 

(2) hám (3) formulalarınan a  hám b  vektorları 

arasındaǵı   múyeshin esaplaw formulasın keltirip 

shıǵaramız. 

1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos
a b a b a b

a a a b b b


 


    

 (4) 

(2) formulasınan a  hám b  vektorları tek ǵana 

ab a b   bolǵan jaǵdayda ǵana kollinear bolatuǵınlıǵı 

kelip shıǵadı[1-5]. 

1-másele. Teńlemeni sheshiń: 

1231 2  xxxx .      (5) 

Sheshiw. Meyli tegislikte  1;xa


 hám 

 xxb  3;1


 vektorları berilgen bolsın. Onda 

12  xa


, 231  xxb


 hám 

1 3a b x x x      boladı. Bunnan hám (5) teńlikten 

a b a b  , yaǵnıy a


 hám b


 vektorlarınıń kollinear 

ekenligi kelip shıǵadı. Sonlıqtan, 

xx

x




 3

1

1

 

teńligine iye bolamız. Bul teńlemeniń eki tárepin kvadratqa 

kóterip, 013 23  xxx  teńlemesine hám 1
1
x , 

21
3,2

x  sheshimlerge iye bolamız. (5) teńlemede x  

tıń qabıl etiwi múmkin bolǵan mánisleri 30  x  

ekenligin esapqa alsaq, berilgen teńlemeniń sheshimleri 

1
1
x  hám 

2 1 2.x     
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Juwabı: 1
1
x  hám 

2 1 2.x    

2-másele. Teńlemeni sheshiń 

3211212 2  xxxxxx . (6) 

Sheshiw. Meyli  1; xxa


 hám  2;12 xb


 

vektorları berilgen bolsın. Onda 12  xxa


, 

32  xb


 hám 2 1 2 1a b x x x      boladı. Bulardan 

hám (6) teńlikten a b a b  , yaǵnıy a


 hám b


 

vektorlarınıń kollinear ekenligi kelip shıǵadı. Sonlıqtan, 

2

1

12






x

x

x    (7) 

teńligine iye bolamız. Bul teńlemeniń eki tárepin 

kvadratqa kóterip, 

4

1

12

2 




x

x

x  yamasa 0132 2  xx  

teńligine iye bolamız. Kvadrat teńlemeniń sheshimleri 

4

173
2,1


x . 1

4

173


  hám (7) teńlemede 1x  

bolǵanlıqtan, (6) teńleme sheshimge iye emes. 

Juwabı:  . 

3-másele. Teńlemeni sheshiń 

  244512 2  xxxxx . (8) 

Sheshiw. Bul teńleme 1x  bolǵanda maǵanaǵa iye. 

Meyli  xa ;2


 hám  5;1xb


 vektorları berilgen bol-

sın. Onda 24 xa 


, 24 xb


 hám 

2 1 5a b x x     boladı. Sonlıqtan, (8) teńlikten 

,a b a b   yaǵnıy a


 hám b


 vektorlarınıń kollinear 

ekenligi kelip shıǵadı. Sonıń ushın 

51

2 x

x




 

teńlikti jaza alamız. 

 
12 


x

x
xf  hám  

5

x
xg   belgilewlerin kiritemiz. 

 xf  funkciya úzliksiz hám 1x  bolǵanda kemeyiwshi, al 

 xg  funkciya bolsa úzliksiz hám san kósherinde ósiwshi 

boladı. Sonlıqtan, (8) teńleme kóbi menen bir sheshimge 

iye. Tańlaw jolı arqalı 5x  sheshimge iye bolamız. 

Demek, berilgen teńlemeniń sheshimi 5x  boladı. 

Juwabı: 5x . 

4-másele. Teńlemeni sheshiń 

       

 

2 2 2 2

22

2 1 2 1 9

9 2 1 16

x y x y y x y

y x

         

   

 (9) 

Sheshiw. Meyli keńislikte  1;2; yxyxa 


 hám 

 3;1;2  yxyb


 vektorları berilgen bolsın. Onda 

    12
22
 yxyxa


,     912

22
 yxyb


, 

  16129
22  xyba

  bolǵanlıqtan, hám de (9) 

teńlikten baba


  teńligin jaza alamız. Sonlıqtan, 

a


 hám b


 vektorları kollinear boladı. Demek, bul jaǵdayda 

3

1

1

2

2











y

yx

xy

yx  qatnasına iye bolamız. Bunnan 

tómendegi teńlemeler sistemasına kelip shıǵadı  























3

1

1

2

3

1

2

y

yx

xy

yx
  yamasa  









146

04

yx

yx  

Sońǵı teńlemeler sistemasınıń sheshimi 

22

1
x  hám 

11

2
y . Demek, berilgen teńlemeniń sheshimi 

22

1
x  

hám 

11

2
y  boladı. 

Juwabı: 

22

1
x  hám 

11

2
y . 

5-másele. Teńlemeni sheshiń 

4sin347cos1215  xx .         (10) 

Sheshiw. Meyli  3sin ; 2 3 3cosa x x  hám 

 2 3sin ; 3cosb x x  vektorları berilgen bolsın. Onda 

15 12cosa x  , 7 4 3sinb x   boladı. Meyli 

с a b   bolsın. Bul jaǵdayda 
1 2

( ; )с с с  vektorı 

1
3sin 2 3sin 2c x x     hám 

2
2 3 3cos 3cos 2 3c x x     koordinatalarına 

iye bolıp, al onıń uzınlıǵı 4 12 4c     boladı. 

 

 

3sin 2 3sin ; 2 3 3cos 3cos

2; 2 3

a b x x x x      



, 

4 12 4a b     

bolǵanlıqtan, hám de (10) teńlikten baba


  

teńligin jaza alamız. Sonlıqtan, a


 hám b


 vektorları kol-

linear hámde baǵıtlas, yaǵnıy 





















0
sin32

sin3

cos3

cos332

sin32

sin3

x

x

x

x

x

x
  (11) 

Bul sistemadan 2cossin3  xx   1cos
2

1
sin

2

3
 xx  


1

6
sin 











x
   16

3
 nx

 , n . 

2sin3 x  bolǵanlıqtan, 0
sin32

sin3


 x

x  teńsizlikten 

0sin x  teńsizligine iye bolamız. Bul teńsizlikti 

 16
3

 nx
 , n  sheshim qanaatlandıratuǵın 

bolǵanlıqtan, x  tıń bul tabılǵan mánisi (1.11) sistemanıń 

sheshimi boladı. Demek, berilgen teńlemeniń sheshimi 

 16
3

 nx
 , n . 

Juwabı:   16
3

 nx
 ,   n . 
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Bul jumısta algebralıq teńlemelerdi sheshiwde vektorlar 

hám olardıń bazıbir qásiyetlerinen paydalanılǵan. Sonday-

aq, bazı bir máselelerdi sheshiwde de vektorlardıń 

qásiyetlerin paydalanıp sheshiw usılları kórip ótilgen. 

Juwmaq. Juwmaqlap aytqanda, vektorlardıń algebra 

hám geometriyadaǵı qollanılıwı bilimlendiriw tarawında 

teoriyalıq bilimlerdi bekkemlewde úlken áhmiyetke iye. 

Ásirese vizual hám geometriyalıq kózqaras arqalı abstrakt 

máselelerdi sáwlelendiriw imkaniyatı - studetler hám 

oqıwshılar ushın júdá nátiyjeli boladı. Sonlıqtan, vektorlar 

algebrası mektep hám joqarı bilimlendiriw baǵdarlama-

larında keńirek qollanılıwı zárúr.  
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REZYUME. Maqolada vektorlar yordamida geometriya va algebra oʻrtasidagi bogʻlanishlarni ochib berish, vektorlar-

ning skalyar koʻpaytmasi va uning xossalaridan foydalanib, tenglamalar va tengsizliklarni yechishning yangi, vizual va 

tushunarli usullari keltirilgan. Vektorlarning geometrik va algebraik taʼriflari uygʻun holda oʻqitish jarayonidagi ahamiyati 

ochib berilgan. Qator amaliy misollar va ularning yechimi orqali metodik yondashuvlar ifodalangan. 

РЕЗЮМЕ. В данной статье рассматривается взаимосвязь между геометрией и алгеброй с использованием   

векторов. Представлены наглядные и понятные методы решения уравнений и неравенств на основе скалярного 

произведения векторов и его свойств. Раскрыта важность согласованного изучения геометрических и алгебраиче-

ских определений векторов в учебном процессе. Методический подход представлен через ряд практических задач 

и их решений. 

SUMMARY. This article explores the interrelation between geometry and algebra through the use of vectors. It       

presents visual and intuitive methods for solving equations and inequalities based on the scalar product of vectors and its 

properties. The importance of integrating geometric and algebraic definitions of vectors in the teaching process is          

highlighted. A methodological approach is demonstrated through several practical problems and their solutions. 
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Kirisiw. Zamanagoy maǵlumat texnologiyalarınıń 

múmkinshilikleri hám esaplaw usıllarınıń rawajlanıwları, 

bul quramalı úsh ólshemli obyektlerdi statistikalıq 

modellestiriw ushın jańa imkaniyatlar beredi. Kvadratlıq 

úsh ólshemli modeller, matematikalıq modellestiriw siste-

masında ózine tiyisli qásiyetleriniń keń múmkinshiliklerin 

ashıw ushın qollanılıwı bolsa, ayrıqsha orın iyeleydi [1-3]. 

Keńislikte úsh ólshemli quramalı obyektlerdiń, 

kvadratlıq modelleriniń jaylasıwın (sáwleleniwin) úyreniw 

aktuallıǵı, anıq matematikalıq kózqarastan itibar beriw, 

barǵan sayın artıp barmaqta. 

Metodlar. Izertlewdiń metodologiyalıq bazası matema-

tikalıq statistika, itimallıq teoriyası hám matematikalıq 

analizdiń sanlı usılları principlerine tiykarlanǵan. Kvadrat-

lıq úsh ólshemli obyektlerdi, statistikalıq modellastiriw 

ushın, bul aytılǵan usullardı óz ishine alǵan kompleks 

jantasıwlar qollanıladı [2]. 

Bul jumıstıń tiykarǵı maqseti, eksperimental maǵlumat-

lardı STATISTICA 10 dásturinde, kvadratlıq úsh ólshemli 

modeldi qurıwdıń metodikasın kórsetiw. Jumısta keltirilgen 

mısaldı STATISTICA 10 dástúri járdeminde orınlaymız [3-4]. 

Meyli bizge  
2 2

1 2 0 1 1 2 2 3 1 4 2 5 1 2( , )у х х а а х а х а х а х а х х       

ańlatpası berilsin hám onı STATISTICA 10 dástúri kórnis-

inde jazamız 

v1=a0+a1*v2+a2*v3+a3*v2*v2+a4*v3*v3+a5*v2*v3 

Meyli, bul funksiyanıń grafigin jasaw talap etilsin. Biz 

bunı orınlawdıń izbe-izligine toqtaymız. Biz dáslep, 

esaplawdı júrgiziw ushın, jumıstı berilgen maǵlumatlardı 

kiritiwden baslaymız. Ol ushın súwret 1 ge qarań.  

Endi, STATISTICA 10 dástiriniń bas menyuden Analiz 

tańlaymız. Keyin, Углубленные методы анализа túyme-

sin, izinen оценивание, нелинейное túymesin basamız.  

 
Súwret 1 

Nátiyjede, tómendegi aynası ashıladı.  

 
Súwret 2 


