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REZYUME. Maqolada panjara polaroni massasi masalasi tarang kristal panjarada qaralgan. Polaron massasini hisoblash uchun 

Kengaytirilgan Holstein modeli qoʻllanilgan. Kristal panjara sifatida kupratlarnig zanjir modeli qabul qilingan. Tashqi bosim ta‘sirida 
kupratlarning CuO2 tekisligi a- va b- davrlari qisqarishi natijasida polaron massasi kamayishi, c- davri qisqarishi esa polaron massasining 
ortishi koʻrsatilgan. Olingan natijalar kupratlarga oid tajriba natijalarini talqin qilishda ishlatilishi mumkin.  

РЕЗЮМЕ. В статье рассмотрена задача о массе решеточного полярона в упругой кристаллической решетке. Для 
вычисления массы полярона использована расширенная модель Холстейна. В качестве решетки принята цепочечная модель 
купратов. Показано, что сжатие, внешним давлением, a- и b- периодов CuO2 плоскости приводит к уменьшению, а сжатие c- 
периода приводит к увеличению массы полярона. Полученные результаты могут быть использованы в интерпретации 
экспериментальных данных по купратам.  

SUMMARY. In this article is considered a problem of mass of a lattice polaron. Extended Holstein model is used in order to calcu-
late the mass of polaron. A chain model is accepted for a lattice. It is shown that compression by external pressure a- and b- periods of 
CuO2 plane gives rise a reduction of polaron‘s mass, while compression by external pressure c- period gives rise an increase of polaron‘s 
mass. The obtained results might be used in interpretation of experimental data on cuprates.  
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Краевые задачи с условиями Пуанкаре  или с ко-

нормальной производной  для уравнения Трикоми  
Лаврентьева – Бицадзе  Геллерстедта и более общих 
уравнений изучены в работах [1,10]. 

Краевые задачи с конормальной производной  для 
уравнений эллиптического типа с одной линией 
вырождения, в случае когда на линии вырождения за-
дается,  след или производная от искомой функции  а 
также их линейный комбинации изучении сравнитель-
но мало. Отметим работу М.А.Усанаташвили  [9]. В 
настоящей работе изучается   краевая задача  с   конор-
мальной   производной для   уравнения   
эллиптического типа  с одной линией вырождения. 
Задача Дирихле и Неймана для вырождающегося 
уравнения эллиптического типа были исследованы в 
работах [1-2], в задача Трикоми и ее аналоги для урав-
нения смешанного типа с одной линией вырождения 
изучены работах [3, 9]. 

Рассмотрим уравнение  

0 yyxx

m uuy , 0 constm .                      (1) 

Пусть D -конечная односвязная область в плоскости 

 yx,   ограниченная при 0x , 0y кривой   с кон-

цами в точках  0,0А  и  0,1B    

 Отрезками AB. 

Введем обозначения  }0,10:),{(  yxyxJ , 

D AB       
2

2



m

m


   причем        
2

1
0  

.         (2) 

В области  D  уравнения (1) исследуем следующую 

задачу. 

Задача CK. Найти функцию  yxu ,  обладающую 

следующими свойствами: 

1)      JDCDCyxu  1,   причем 
yx uиu   

соответственно могут обращаться бесконечность по-

рядка меньше единицы в 1-2   в  точках  0,0А   и  

 0,1B , 

2)   yxu ,  - дважды непрерывно дифференцируе-

мое  решения уравнения      (1) в области D , 

3)    yxu ,  удовлетворяет краевым условиям  

         lssusuAs s  0,


,                  (3)  

             


 
n

j

nxjy xbxuxaxuDxaxuxa j

1

100 0,0,0,


,( Jx ),0 ,                    (4) 

где            njxaxasss j ,1,,,, 0 

    xbxan ,1
 заданные функции, причем    

0)0(,0)0( 0  ab      

    ],0[,022 lxss   .                    (5) 

  100
1

0

2 




xxa
n

i

i
.                            (6) 

      ],0[,, lCsss                        (7) 

    1,0)()(, 2  njJCJCxbxa j                     (8) 

здесь  
yds

dx

xds

dy
yA m

s








                       (9) 

   y)cos(n,,   x)cos(n, 
ds

dx

ds

dy      n  -    внешняя   
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нормаль к краевой  , l  – длина кривой    отсчиты-

ваемая  от точки   0,1B ,     а 
j

xD


0  -оператор (в смысле 

Римана - Лиувиляя дробного дифференцирования по-

рядка ),1(),1,0()0,1({ njjj  , задаваемого фор-

мулой 

 










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
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
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 

x

j

j

x

j

j

x

j
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tx

dttf

dx

d

t

dttf

xfD

0

0

1

0

10,
)(

)(

)1(

1

,01,
)(

)(

)(

1

0,













          

(10) 

Пусть   }max{ j  ),1( nj     причем  21    (11) 

Единственность решение задачи СК. 

Пусть )0,1(j      ],0[,0 lss   имеет место  

Теорема 1.Если выполнены условия  (2) , (5), (6) и  

    ,0ss                               (13)  

0
)(

)(

0

1 

xa

xan                                 (14) 

 

 
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1

1
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xa

xa jj











 ,       (15)  

то задачи СК в области   D не может имеет более 

одного решения.  

Доказательство  Пусть _,0)()(  xbs тогда инте-

грируя по области D  тождества  

  [ ] 0m

xx yyu y u u                               (16) 

и применения формулу Грина [2]. с учѐтом  (3) при  

  0s  имеем  

 2 2

2
1

2

0 0

0( ) ( )
( ) ( )

( )

m

x y

l

D

y u u dxdy

u dss s
x x dx

s

 
 



 


 


 

               (17) 

где )0,()( xux      
10  x       )0,()( xux   

( 10  x )                               (18) 

В силу (13) из третьего интеграла равенство  (17)  

имеем  

0
)(

)()( 2

0

21   dsu
s

ss
R

l



                         (19) 

Теперь покажем , что второе слагаемое левей части 

равенства (17 неотрицательно. В силу (6) из (4)  с уче-

том (18) имеем    

Учитывая  (19) и (23) из (17) следует , что , 0yu  в

D ,  т.е 

,сonstu   Dyx ),(  . Отсюда учитывая 0u  на 

  имеем  0u   в D .  

Тем самым  доказано единственность  решения  за-

дача  СК при  0)( s  . 

Tеорема  1 доказано. 

Единственность решения задачи СК  при 0)( s

доказывается с помощью принципа  экстремума [9]. 

Переходим  доказательству существования  решения 

задачи  СК при  0)( s . 

Задача DК . Найти решение ),( yxu   уравнения  

(1)  в области  D   из класса   

    )(21 DCJDCDC   , удовлетворяющие  

условиям  (3) и )()0,( xxu   Jx . (24) 

где )(x  - заданная функция  причем )(x удовле-

творяет  условию  Гельдера  с показателем   210   в  

интервале   (0,1) . 

Единственность решения задачи DК  следует  из 

тождества  (17). 

С помощью функция Грина решение задачи DК  

для уравнения (1) в области D представим в виде [4]. 

[8]. 

 





l

dSyxG
s

s
dx

y

yxtG
tyxu

0

3

003

1

0

),;,(
)(

)(),;0,(
)(),( 






,(25) 

где ),,,(3 yxG    функция    Грина решение зада-

чи DК  для уравнения (1) 

и еѐ можно представить в виде [2]. 

),,,(),,,(),,,( 3023 yxHyxGyxG   , (26)  

),,,(02 yxG    -   функция    Грина задачи    

Дирихле  для уравнения (1)  для нормальной области

0D , ограниченной отрезком АВ   в   нормальной  

кривой    22,
4

11

2

1
: 2

2

2

0 



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
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02 1 1

3

02 1 10
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G s s x y

s

 

     
 



 
 

  
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 (27) 

где ),;(  s  -решение интегрального уравнения 

 

0

02 1 1 2 1 1

2 1 1

( ; , ) ( ; , ).
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

 
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далее принимая во внимание тождеств [2] 
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из (33) имеем 
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Переходим исследования ядра  и правую часть 

уравнения  (28) 

Имеет место  

Лемма [2].  При    10,10  tx   имеет место не-

равенство  
2

2 13
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0

( ,0, ,0)
( 2 ) ,

H t z
C x t tz

y z

 
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 
  

где   1С -постоянная, зависящая только от области  

D . В силу оценки гиперболической функции Гаусса

1221

41 )2(),(    tztxxCtxK      (33) 

Принимая во внимания (8), (11), из (31) и (32)  полу-

чим  
  2

52 )(),( txCtxK  (34) 

2

63 )(),(  txCtxK  (35) 

В силу     (39), (40),  (41)  из (35)  имеем 
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Теперь оценим правую часть  (28)   
1 2

11

1 2

10

( ) (1;1 2 )

(1) (1 2 )
( (1, 2 , 2 2 ; )

(2 2 )

x C x B

C x F x








 







   

  
 

 

                (38) 

В силу оценки гиперболической функции Гаусса из 

(35) заключаем что: 
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Из (34)  имеем  
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 ,   (42) 

Где 

1

0

)(),()( dtttxKx                       (43) 

В силу (7), (8) с учетом  (39), (40),(42), из  (43) за-

ключаем что, функции   )1,0()1,0[ 2CС    и равно  

нулю при )0)0((0 x  

 при 1x ,   ,20 m    имеет конечный предел , а 

при  1x ,  2m  может обращаться в бесконечность 

порядка  ниже  14   (при    1x  m=2     (x)       

функция  имеет логарифмическую особенность.    

Решение сингулярного интегрального уравнения 

(36) известным методом  регуляризация Карлемана –

Векуа  [2],   можно представит в виде 
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
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В силу  формулы (30) уравнение (44) эквивалентно 

уравнение Фредгольма второго рода  

)()(),(
2

)(

1

0

0 xFdtttxK
соs

x   

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                 (45) 
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  Разрешимость уравнения (45) следует из един-

ственности решения задачи СК  После определения 

функции )(x  из (45)  решения задачи СК  для урав-

нения (1) в области D  восстановим как решение задачи  

(25). 

     Существование  решения задачи 

.01,0)(  js   доказано. 
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РЕЗЮМЕ. Ушбу мақолада бузилиш чизиғига эга бўлган эллиптик типдаги тенглама учун конормал ҳосилали масала 

ечимининг мавжудлиги ва ягоналиги исботланган.  

РЕЗЮМЕ. В данной статье доказано теорема исключительности  и существования решении задачи конормальной произ-

водной при ломанных линиях  эллиптического уравнения. 

SUMMARY. The given article proves uniqueness of the theorem and existence of the solution conormal derivatives for the types of 

elliptic education with broken lines. 
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Введение. Мы рассмотрим классы, в которых кон-

трольные объекты согласованы с обучающими. Пусть 

объекты 
11

, , , ( , , ), 1,
nm i i i

S S S a a i n     образуют обу-

чающуюся информацию J , причем объекты 

1 0
1, , 0,

mj mj e
S S m m m


    принадлежат классу 

j
K , и 

не принадлежат остальным классам. 

Объекты 
1

1, , , ( , , ) 1, ,  1,
n

q i

i i
S S S b b j l i q      об-

разуют контрольную  выборку, причем объекты 

1 1
, ,j i

q q
S S 

 принадлежат классу 
j

K  и не принад-

лежат остальным классам. 

Обозначим: 

1 1
{S , ,S } K ,{S , ,S } \ K

m j m j j
K CK    

1 1 1 1 1, , ,{S , ,S } \ Kq q

j j j j
S S K K CK    

Формируем операторы , 1,
j

B j l   

1. Для всех пар ( , )u v  таких, что , 1,
k j

S CK V K   

полагаем, 0,  P
uv uv uv
      

2. Рассмотрим произвольный контрольный объект 
1t

j
S K   

По определению согласованной с обучением кон-

трольной выборки для каждого r

j
S K  найдется такая 

пара (S ,W),S ,1 ,
k k j

K W n    что 

(a ,b ) p (a ,b )
w kw tw w kw rw

p   

Для пары (k,w)  полагаем: 

,
kw kw

p N N    

    1
2 , ,

kw w kw tw w kw rw
p a b p a b     

Очевидно 

   , ,
w kw tw kw w kw rw

p a b p a b    

Включим в опорное множество все пары ( , )k w  для 

всех 1r

j
S K   

Мы определили вспомогательный оператор 
1, ,t t

j j
B I j l S K     

1

, 1,2, ,
t

j

t

j j

S K

B B j l


   и оператор 

1

l

j
j

B B


   

Нам требуется изучить в какую числовую матрицу 

переводит оператор В задачу Z , с обучающей выбор-

кой 
1
, ,

m
S S  и контрольной выборкой 1, , qS S .[1] 

Оценка элементов этой матрицы будет производится 

последовательно по шагам построения оператора В. 

Первый шаг состоит в формировании оператора t

j
B . 

11 , t

j
j l S K     

Пусть ( ) ( , )t

j qxl
B Z j t


    

Нами доказана  

Теорема 1: Алгоритм 
1 2

(C ,C )A B C   с порого-

вым решающим правилом C  и оператором 

1

, ,
t

j

e
t

j j j
j S K

B B B B
 

    где операторы t

j
B  являются 

операторами вычисления оценок, корректен для задачи 
1

1
{S , ,S , ,S , ,S }q

m ij mxl
Z  . 

Каждый из операторов 
j

B  задается набором число-

вых параметров , ,
uv uv

P  где 1, ,  1, ,  u m v n m   число 

объектов в обучающейся выборке, n   число призна-

ков участвующих в описании объектов, то есть сово-

купностью 3nm  числовых параметров. 

Из всего сказанного выше следует, что при описан-

ном выборе параметров N , матрица 
ij qxe

 , в которую 

переводит задачу Z  алгоритм 
1 2

(C ,C )A B C  . Здесь 

оператора B  через элементарные операторы имеет вид 

1 t
j

e
t

j
j S K

B B
 

   то, есть оператор B  принадлежит линей-

ному замыканию введенных ранее семейств алгоритмов 

вычисления оценок. Из представления оператора B  

видно, что он определяется суммой q  элементарных 

операторов, таким образом оператор В кодируется 

набором 3 n m q    чисел [2-5]. 


