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Пусть дана классическая область первого типа, т.е. 

область ,ID  образованная матрицами Z  из m  строк и 

n  столбцов (элементы матриц -комплексные числа), 

удовлетворяющих условию 
 

0
m

I ZZ  , 

а ее граница Шилова 
IS  образована матрицами U  

из  m  строк и  n  столбцов с условием, что 
( )mUU I  . 

В частности, при  m n  многообразие 
IS  совпадает 

с множеством всех унитарных матриц ( )U n . Определим 

класс ( )p

IH D  как класс всех функций F ,  голоморфных 

в 
ID , для которых 

0 1

sup ( ) ,
p

Sr

F r d 
 

   

здесь 
1( ,..., ),Nr r r    а d  нормированная ме-

ра Лебега на многообразии 
IS , которая является мерой 

Хаара и, следовательно, инвариантна относительно по-

воротов. 

Для любой функции f  в ,ID  и для любого  
IS    

рассмотрим срез-функцию f  в  : 1t t     сле-

дующего вида:  ( ) ( ).f t f t    Эта срез–функция дает 

возможность связать некоторые N -мерные свойства 

функции f  с одномерными свойствами f . 

Зафиксируем точку 
0 IS     0 0

0 1 ,..., N    и  рас-

смотрим следующее вложение диска   в область  
ID  

 0: , 1,..., , 1N

j jt j N t                   (1) 

Граница T  диска   при этом вложении перейдет в 

окружность, лежащую на остове 
IS . Если  произ-

вольный автоморфизм области  
ID  (т.е. биголоморф-

ное отображение области 
ID  на себя), то множество 

вида (1) под действием этого автоморфизма перейдет в 

некоторый аналитический диск с границей на 
IS . 

Параметризируем многообразие 
IS  следующим об-

разом 

,t   ,it e   0 2 ,   S  , 

если  
IS  . Для областей первого типа S  и 

m n  это есть группа ( )SU n  специальных унитарных 

матриц ([1]). 

Рассмотрим функцию (S ),p

If L  p 1.  

Лемма 1. Если функция (S ),p

If L  то ( )pf L    

для почти всех 
IS  . 

Доказательство. Пусть (S )p

If L . Элемент 

объема d  многообразия 
IS  может быть записана в 

виде 

1
,

2 2

d dt
d d d

i t


  

 
      

где d дифференциальная форма, определяющая 

положительную меру на S  (см. [1]) и по теореме 

Фубини мы можем написать 

 ( ) .
I

pp

S
S T

dt
f d d f t

t
   



  
 

Тогда для  фиксированного S    и функции 

   
p

T

dt
F f t

t
  

 

имеем 

    ,

I

p

S S

F d f d   


  
 

т.е.,  F    ограничена для почти всех S  . От-

сюда получаем доказательство леммы 1. 

Обозначим через 


 аналитический диск вида 

  0: , 1,t t        , 

где 
0   фиксированная точка из остова 

IS , а  

автоморфизм области 
ID . Тогда граница T  этого ана-

литического диска лежит на 
IS . 

На остове  
IS  транзитивно действует подгруппа  ав-

томорфизмов, оставляющих 0 неподвижной точкой. 

Мы их назовем унитарными преобразованиями, по-

скольку они линейны и для случая областей, состоящих 

из квадратных матриц, задаются унитарными матрица-

ми. Тогда остов 
IS  инвариантен относительно унитар-

ных  преобразований. 

Лемма 2. (см. [2]) Автоморфизмы   области 
ID  

можно представить в виде ,A     где  A 
фиксированный автоморфизм, переводящий точку 

IA D  в 0, 
  унитарное преобразование для фик-

сированного 
IS . 

Поскольку автоморфизм области 
ID  является авто-

морфизмом замыкания области, то он служит диф-

феоморфизмом остова. Если (S ),p

If L  то из равенства 
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  

          1 ,
I

I I

S
S S

f d

f W d f W h W d W

  

   



   

 

где   0,h     вытекает что, и функция 

  f    (S )p

IL .  

Теорема 1. Если функция (S ),p

If L p 1,  удовле-

творяет условию Морера 

   0
T

f t dt  
                                 (2) 

для всех автоморфизмов 
A   и почти всех ав-

томорфизмов 
   области 

ID , то функция f го-

ломорфно продолжается в 
ID  до функции  F  класса 

 .p

IH D  

Доказательство. Умножая равенство (2) на  d ,  
и интегрируя по S' и учитывая, что 

     d ,

IS T S

f t dt f d     


   
 

мы из (2) по лемме 2 получим 

     0

IS

f d      ,                        (3) 

где 
  компоненты вектора  , 1,2,...,k N . 

Рассмотрим автоморфизм 
A , переводящий точку 

A   из  D  в  0. Он определяется с точностью до уни-

тарного преобразования. 

Тогда подставляя в условие (3)  вместо   автомор-

физм 
1

A 
 и делая замену переменных  1

AW   , 

мы получим 

       0

I

A

k A

S

f W W d W   
                   (4) 

где A

  есть  компоненты автоморфизма 
A . 

Как показано в [3] (лемма 3.4) (для случая квадрат-

ных матриц см. доказательство теоремы 4.6.3 из [2]) 

      ,Ad W P W A d W   , 

где  ,P W A  ‒ инвариантное ядро Пуассона области 

ID . 

Таким образом, из условия (4) мы получаем оконча-

тельное соотношение 

       , 0

I

A

k

S

f W W P W A d W  
              (5) 

для всех точек A из 
ID  и всех 1,.....,k N . 

Но тогда, теорема 1  будет следовать из следующей 

теоремы А.М. Кытманова и Т.Н. Никитиной [1]. 

Теорема 2  Если функция  p

If L S  и для нее вы-

полнено равенство (5) для всех автоморфизмов A  

области 
ID  переводящих точку A из 

ID  в 0,  всех 

1,.....,k N , и всех точек 
IA D  то функция  f  явля-

ется радиальным граничным значением некоторой 

функции ( )p

IF H D . 

Теорема 1 доказана. 

Доказательство теоремы 1  показывает, что оно 

остается верным, если условие (5) выполняется лишь 

для тех автоморфизмов 
A , для которых точка A лежит 

в некотором открытом множестве 
IV D . Чтобы убе-

дится в этом, достаточно применить теорему един-

ственности для вещественно аналитических функций. 

Применяя, это обобщение теоремы 1, мы можем дока-

зать 

Теорема 3. Если функция  p

If L S  удовлетворя-

ет условию (5) для всех точек A, лежащих в некотором 

открытом множестве 
IV D  и всех компонент ав-

томорфизмов 
A   и почти всех автоморфизмов 

  , то f  является радиальным граничным значе-

нием на 
IS  некоторой функции  p

IF H D . 

Доказательство. Предположим для определенно-

сти, что m n . Инвариантное ядро Пуассона для обла-

сти первого типа 
ID  имеет вид [2] 

 

   
  

2

det
,

det

n
m

n
m

I AA
P W A

I AW






 



 

   
     

det
.

det det

n
m

n n
m m

I AA

I AW I WА



 




 

 

Пусть 
spA a  и 

spW w ,  1,..., ; 1,...,s m p n  . 

Найдем выражение 

1 1

( , )m n

sp

s p sp

P W A
a

a 




                             (6) 

Для этого обозначим 
   , , 1,..., ,
m

qjI WA q j m    где 

1

,
n

qj qj qj jk

k

w a 


   , 1,...., ,q j m  

а 
qj символ Кронекера ( 0qj   при q j , а 

1)qq  . Используя обычное правило дифференциро-

вания определителя, нетрудно проверить, что для лю-

бого 1,...,s m  

 

     

1

det( )

det( ) det( ) , ,

mn

sp

p sp

m m

I WA
a

a

I WA I WA s s





 

 




   

  

где  
det( )

m
I WA  ,s s  означает алгебраическое 

дополнение к элементу 
ss  в матрице  

( )
m

I WA . Тогда 

 
     

1 1 1

det( )
det( ) det ,

mm n n
m m

sp
sps p s

I WA
a m I WA I WA s s

a


 

  

   
    

  
  . 

Точно так же 

 
     

1 1 1

det( )
det( ) det ,

mm n m
m m

sp
sps p s

I AA
a m I AA I AA s s

a


 

  

   
    

  
  . 

Тем самым выражение (6)  равно 

 
 

1 1

,
,

m n

sp

s p sp

P W A
a mP W A

a 


 



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   

  

   

 
1 1

det , det( ) ,

( )det

m m
m m

s s

mm

I WA s s I AA s s

I AAI WA

 

 



 
  

   
 

  

 
 

     
1 1

, det det ,
m m

mP W A Sp I WA Sp I AA
 

 
    

       
     

  (7) 

где SpW след матрицы W. 

Как известно, условия 
 

0
m

I ZZ  ,    
( ) 0

n n
I ZZ I Z Z      , 

эквивалентны (см. [2], с. 37). Поэтому отображение 

Z Z  переводит область 
ID  в область 

ID  также 

первого типа. 

Рассмотрим автоморфизм 
A 

, переводящий точку 

IA D   в 0',  следующего вида 

          
1

1m

A W Q W A I A W R


 


        

 

(см. [2], с. 85), где невырожденные n n –матрица 

Q' и m m матрица R' выбраны таким образом, что 
       

,
m m

R I A A R I
 

      

       n n
Q I A A Q I

 
     . 

Тогда автоморфизм  A W  области 
ID , переводя-

щий точку 
IA D  в 0, будет иметь вид 

      
1

1 m

A W R I WA W A Q


    . 

Если условие (5) выполнено, то для компонент 

отображения имеет место 

         
1 1

,
m m

A W I AA I WA W A
 

      

так как матрицы   , ,
m

P Q I AA  не вырождены и 

зависят только от A. 

Обозначив компоненты отображения  A W  через 

 A

sp W , 1,...,s m ; 1,...,p n , из (5) получим 

       ,A 0

I

A

sp

S

f W W P W d W  
                  

(8) 

Найдем сумму 

  
1 1

*
m n

A

sp sp

s p

a Sp W A 
 

  

Для этого нам понадобяться следующее свойство 

следа матрицы: 

   Sp AB Sp BA
                              

(9) 

где прямоугольные матрицы A  и B  таковы, что 

определены произведения AB  и BA . Действительно, 

если m n –матрица A  состоит из элементов ksa , 

1,...,k m , 1,...,s n  а n m –матрица B состоит из 

элементов 
lqb , 1,...,l n ; 1,...,q m ,  то 

 
1 1

(BA)
m n

ks sk

k s

Sp AB a b Sp
 

   

Используя вид отображения A  и свойство (9) 

следа матрицы, получим 

 ) 1 1( ( )( ( ) ) ( )*  * *) *(m m

ASp W A Sp I AA I WA W A A        

 
( ) ( ) ( ) ( )1 1( ) ( ) (( ) ( )* *   * )m m m mISp AA I WA WA I I AA        

 
1 1( ) ( )( ) (* *)m mSp I WA I AA     

                                (10) 

Сравнивая формулы (7) и (10), из условия (8) 

получим 

 

1 1

0
m n

sp

s p sp

F A
a

a 







                               (11) 

и 

       ,

IS

F A f W P W A d W 
 

– интеграл Пуассона от функции  p

If L S . 

Функция  F A  является вещественно 

аналитической в области 
ID . Разложим ее в ряд 

Тейлора в окрестности точки 0: 

  ,

, 0

F A c a a 
 

  

   

где 
qj  , и 

qj  , 1,...,q m , 1,...,j n –матрицы 

с неотрицательными целочисленными элементами, 

1 1 1 1

, .qj

m nm n

qj qj

q j q j

a a
 

   

    

Тогда имея ввиду (11), имеем 

 
,

1 1 0, 0

0
m n

sp

s p sp

F A
a c a a

a

 
 

 


   


 


   

откуда следует, что все коэффициенты 
, 0c    с 

0  . Откуда и вытекает доказательство теоремы. 

Из теоремы 2 и  3 вытекает следующее 

Следствие. Если функция  pf L S
 

голоморфно 

(по t) продолжается в аналитические диски 
  

для 

всех автоморфизмов   
(либо для всех автоморфизмов 

 , переводящих точку 0 в точки некоторого 

фиксированного открытого множества 
IV D ) до 

функций класса  pH 
, то функция f голоморфно 

продолжается в 
ID . 
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РЕЗЮМЕ 

Ушбу мақолада биринчи тип классик соҳа учун Морера теоремасининг умумлашмалари олинган. 
РЕЗЮМЕ 

В данной статье получено граничные варианты теоремы Морера для классических областей первого типа. 
SUMMARY 

In this article are obtained boundary variants of Morera's theorem for classical domains of the first type.  
 


