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1. Введение. Л.Молнар [15] ввел определение ло-

кальных внутренних дифференцирований на стандарт-
ных операторных алгебрах. 

Локальные и 2-локальные дифференцирования над 
простыми алгебрами Лейбница, над нильпотентными 
алгебрами Лейбница изучено в работе [5]. Кроме этого 
в работе [13] рассмотрено локальные и 2-локальные 
дифференцирования некоторых полупростых алгебр 
Лейбница.  

Почти внутренние дифференцирования алгебр Ли 
были введены К.С.Гордоном и Е.Н.Уилсоном [10] в 
изучении изоспектральных деформаций компактных 
многообразий. Почти внутренние дифференцирования 
нильпотентных, некоторых разрешимых алгебр Ли и 
некоторых нильпотентных алгебр Лейбница изучались 
в работах [8] и [1]. 

2. Предварительные сведения. Для начала напом-
ним определение алгебр Лейбница. 

Определение 2.1. Алгебра L  над полем F  называ-

ется алгеброй Лейбница, если для любых , ,x y z L  

выполняется тождество Лейбница: 

[x, [y, z]]=[[x, y], z] - [[x, z], y], 

где [ , ] – умножение в L. 

Для произвольной алгебры Лейбница L определим 

последовательность: 

L
1
=L, L

k+1
=[L

k
, L

1
],  k  1. 

Алгебра Лейбница L размерности n, называется фи-

лиформной, если dimL
i 
= n – i, 2 i  n-1. 

Теорема 2.1 [7]. В любой n-мерной комплексной 

филиформной алгебре Лейбница существует базис 

{e1, e2, …, en} такой, что еѐ умножение в этом базисе 

имеет один из следующих видов:  

   1

4( ,..., , )nF    : 

[e1,e1]=e3, [ei,e1]=ei+1,  2 ≤ i ≤ n – 1, 

[e1,e2]=4e4+5e5+ … +n-1en–1+en,  

[ej,e2]=4ej+2+5ej+3+ … +n+2–jen, 2 ≤ j ≤ n – 2, 
2

4( ,..., , )nF    :  

[e1,e1]=e3, [ei,e1]=ei+1,  3 ≤ i ≤ n – 1, 

[e2,e3]=4e4+5e5+ … +nen, [e2,e2]=en, 

[ej,e2]=4ej+2+5ej+3+ … +n+2–jen, 3 ≤ j ≤ n – 2, 

Определение 2.2. Напомним, что линейный опера-

тор :D A A  называется дифференцированием алгеб-

ры Лейбница A , если [ , ] [ ( ), ] [ , ( )]D x y D x y x D y   при 

всех ,x y A  (правило Лейбница).  

Определение 2.3. Для каждого a L  правое умно-

жение  ( ) [ , ],aR x x a x L   называется внутренним 

дифференцированием. 

Определение 2.4. Линейное отображение : A A   

называется локальным внутренним дифференцировани-

ем алгебры Лейбница, если для каждых x A , суще-

ствует внутренниее дифференцирование (зависящее от 

x ) :
x

R A A  такое, что ( ) ( )
x

x R x  . 

Пусть L – четырехмерная филиформная не лиевая 

алгебра Лейбница: 
1

4( , )F   :     

[e1,e1]=e3, [e2,e1]=e3, [e3,e1]=e4, 

   

[e1,e2]= e4, [e2,e2]=4e4 
2

4( , )F   :  

[e1,e1]=e3, [e3,e1]=e4,   

  

[e2,e3]=4e4,   [e2,e2]=e4, 

3. Основные результаты. В этом разделе мы рас-

смотрим локальные внутренние дифференцирования 

четырехмерных филиформных не лиевых алгебр Лейб-

ница. 

Следующая теорема является основным результатом 

работы. 

Теорема 3.1. Всякое локальное внутреннее 

дифференцирование алгебры  1

4( , )F    кроме случая 

4
0    является внутренним дифференцированием. В 

случае 
4

0    на алгебре 1

4( , )F    существует 

локальное внутреннее дифференцирование которое не 

является внутренним дифференцированием. 

Доказательство.  Пусть  a
R x  внутреннее 

дифференцирование алгебры  1

4( , )F   , где 

4 4
1

4
1 1

, ( , )
i i i i

i i

x x e a a e F  
 

    .  Тогда   

 

       1 1 1 2 3 2 1 2 4 2 1 3 4
, .

a
R x x a a x a x e a x a x a x e      

 

Пусть 1 1

4 4
: ( , ) ( , )F F      локальное внутреннее 

дифференцирование. По определеню локального 

внутреннего дифференцирования для каждого 
1

4
( , )x F    существует внутреннее 

дифференцирование  
xa

R x  такое, что    
xa

x R x  .  

Рассмотрим следущие равенства: 

  1 1 1

( )1

( ) ( ) ( )

1 1 3 2 4
, ,e

e e e

a
e R x a a e a e        

  2 2 2

( )2

( ) ( ) ( )

2 1 3 2 4 4
, ,e

e e e

a
e R x a a e a e        

  3 3

( )3

( ) ( )

3 1 4
, ,e

e e

a
e R x a a e       

   1 2 1 2( ) ( )

1 2 2 4 4
, e e e ee e x a a e        
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с другой стороны  

     

   1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 3 2 2 4 4

e e e e

e e e e

a a e a a e 

      

   

. 

В последних в двух равенствах сопоставив 

коэффиценты перед 
3

e  получим 
1 2( ) ( )

1 1

e ea a . 

Случай 3.1. 
4

0   .  

   4 1 2 4 1 2( ) ( )

4 1 2 1 4 3
, e e e ee e x a a e               

с другой стороны 

     

   1 2 1 2

4 1 2 4 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

1 4 1 3 4 2 2 4

e e e e

e e e e

a a e a a e

   

   

      

   
.  

Сопоставляя коэффиценты перед 
4

e  имеем, что 

1 2( ) ( )

2 2

e ea a .  

Случай 3.1.1.  
4

  . 

 

 

4 1 2 3

4 1 2 3 4 1 2 3

( )

4 1 2 3

( ) ( )

1 4 3 1 4

,
e e e

e e e e e e

e e e x a

a e a e

 

   

 

 

 

   

      

  
 

 

с другой стороны  

       

  31

4 1 2 3 4 1 2 3

( )( )

1 4 3 1 4

ee

e e e e e e

a e a e

   

 

         

  
.  

 

Тогда 3 1( ) ( )

1 1

e ea a .   1 1( ) ( )

1 1 2 2
, e ex x a e a e    

. 

Случай 3.1.2. 
4

  .  

В этом случае существует локальное внутреннее 

дифференцирование которое не является внутренним 

дифференцированием. Оператор   3 4
x x e   не 

является внутренним дифференцированием. 

Предположим обратное, пусть   3 4
x x e   внутреннее 

дифференцирование т.е.    a
x R x  . Для элемента 

1 2 3
y e e e    получаем равенства   4

y e   и 

  1 4a
R y a e . Из этих равенств находим, что 

1
1a  . 

Тогда      1 2 3 2 1 2 4 2 3 4a
R x x x e a x a x x e       

 

   a
x R x  , 

это противоречит, что   3 4
x x e   внутреннее 

дифференцирование. 

Тепер покажем, что   является локальным 

внутренним дифференцированием. Для всякого 
1

4
( , )x F    верна 

   ,x x x    
,  

где  

 
3 1 1 2

3

2 1 2

1 2

, если 0,

, если 0.

x e x x

x x
e x x

x x



 


 
  

 

Случай 3.2. 
4

0   . 

Если 
4

0  , тогда  

  2 3 2 3 2 3( ) ( ) ( )

2 3 1 3 1 4
,

e e e e e e
e e x a a e a e

  
      

 с другой 

стороны       31 ( )( )

2 3 2 3 1 3 1 4

eee e e e a e a e       , из 

этих двух равенств получим 
3 1( ) ( )

1 1

e ea a . 

  1 1( ) ( )

1 1 2 2
, e ex x a e a e     . 

Если 0  , тогда аналогичным образом получим, 

что  3 1( ) ( )

1 1

e ea a .   1 2( ) ( )

1 1 2 2
, e ex x a e a e     . 

Теорема 3.2. Всякое локальное внутреннее 

дифференцирование алгебры 2

4( , )F    является 

внутренним дифференцированием. 

Доказательство.  Пусть  a
R x  внутреннее 

дифференцирование алгебры  2

4( , )F   , где 

4 4
2

4
1 1

, ( , )
i i i i

i i

x x e a a e F  
 

    .  Тогда   

 

      1 1 3 2 3 4 2 1 3 4
, .

a
R x x a a x e a a x a x e       

По определению локального внутреннего 

дифференцирования для каждого 2

4
( , )x F    

существует внутреннее дифференцирование  
xa

R x  

такое, что    
xa

x R x  .  

Рассмотрим следущие равенства: 

  1 1

( )1

( ) ( )

1 1 3
, ,e

e e

a
e R x a a e     

 

   2 2 2

( )2

( ) ( ) ( )

2 2 3 4 4
, ,e

e e e

a
e R x a a a e         

  3 3

( )3

( ) ( )

3 1 4
, ,e

e e

a
e R x a a e       

  1 3 1 3 1 3( ) ( ) ( )

1 3 1 3 1 4
,

e e e e e e
e e x a a e a e

  
       , 

с другой стороны  

       3( )

1 3 1 3 3 1 4

e
e e e e e a e       .   

Сопоставив коэффиценты перед 
3

e  и 
4

e  находим, 

что 31 ( )( )

1 1

eea a , т.е.   1( )

3 1 4

ee a e  . Тогда 

  1 2 2( ) ( ) ( )

1 1 2 2 3 3
, e e ex x a e a e a e      . Это означает, что 

  является внутренним дифференцированием. 
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1-7. 
REZYUME 

Mazkur maqolada to„rt o„lchamli Li bo„lmagan filiform Leybnits algebralarining ichki lokal differensiallashlari o„rganilgan. 
1

4( , )F    algebrasining har bir lokal ichki differensiallashi ichki differensiallash ekanligi isbotlangan. 

РЕЗЮМЕ 

В статье изучены локальные внутренние дифференцирования четырехмерных филиформных не лиевых алгебр Лейбница. 

Доказано что, всякое локальное внутреннее дифференцирование алгебры  1

4( , )F    кроме случая 
4

0    является 

внутренним дифференцированием и в случае 
4

0    на алгебре 1

4( , )F    существует локальное внутреннее 

дифференцирование которое не является внутренним дифференцированием. 

SUMMARY 

In this article, local inner derivations are studied of four-dimensional filiform of non-Lie Leibniz algebras. It is proved that every lo-

cal inner derivation of the algebra 1

4( , )F    is an inner derivation. 
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1. Introductions. Currently, various types of deriva-

tions over algebras are being studied, for example, deriva-
tions, local derivations, 2-local derivations, almost inner 
derivations, etc. Local derivations were first considered in 
the work of R. Kaidison in 1990 [10] and, independently in 
the work of D. Larson and A. Surur [11]. In these papers, 
some conditions are indicated under which local derivations 
is derivations. R.Kaidison's paper considered local deriva-
tions on von Neumann algebras and in some polynomial 
algebras. L.Molnár [12] introduced the definition of local 
inner derivations on standard operator algebras.  

The first results concern to local and 2-local derivations 
and automorphisms on finite-dimensional Lie algebras over 
algebraically closed field of zero characteristic were ob-
tained in [2, 3, 5] and [7]. Namely, in [5] it is proved that 
every 2-local derivation on a semi-simple Lie algebra L is a 
derivation and that each finite-dimensional nilpotent Lie 
algebra with dimension larger than two admits 2-local deri-
vation which is not a derivation. In [2] the authors have 
proved that every local derivation on a semi-simple Lie 
algebras is a derivation and gave examples of nilpotent fi-
nite-dimensional Lie algebras with local derivations which 
are not derivations. Concerning 2-local automorphism, 
Z.Chen and D.Wang in [7] prove that if L is a simple Lie 
algebra of type Al, Dl or Ek, (k = 6,7,8) over an algebraical-
ly closed field of characteristic zero, then every 2-local au-
tomorphism of L is an automorphism. Finally, in [3] 
Sh.A.Ayupov and K.K.Kudaybergenov generalized this 
result of [7] and proved that every 2-local automorphism of 
a finite-dimensional semi-simple Lie algebra over an alge-
braically closed field of characteristic zero is an automor-
phism. Moreover, they show also that every nilpotent Lie 
algebra with finite-dimension larger than two admits 2-local 
automorphisms which is not an automorphism. Local auto-
morphisms of certain finite-dimensional simple Lie and 

Leibniz algebras are investigated in [4]. Almost inner deri-
vations of Lie algebras were introduced by C.S. Gordon and 
E.N. Wilson [8] in the study of isospectral deformations of 
compact manifolds. Almost inner derivations of nilpotent, 
some solvable Lie algebras and some nilpotent Leibniz al-
gebras were studied in the papers by [6] and [1]. 

2. Preliminaries. To begin with, recall the definition of 
Lie algebras.  

Definition 2.1. An algebra L  over field  is called a 

Lie algebra if its multiplication satisfies the identities:  

1) [ , ] 0x x  ,  

2) [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] 0x y z y z x z x y   ,  

for all , ,x y z  in L .  

The product [ , ]x y  is called the bracket of x  and y . 

Identity 2) is called the Jacobi identity.  

Let L  be a finite-dimensional Lie algebra. For Lie al-

gebra L  we consider the following central and derived 

series:  
1L L , 

1, , 1,i iL L L i   
  

[1]L L , [ ] [ 1] [ 1], , 1.k k kL L L k    
  

A Lie algebra L  is nilpotent (solvable) if there exists 

1m   such that 0mL   (
[ ] 0mL  ).  

Definition 2.2. A derivation on a Lie algebra L  is a lin-

ear map :D L L  which satisfies the Leibniz rule:  

 

([ , ]) [ ( ), ] [ , ( )]D x y D x y x D y    (2.1) 


