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Закономерности накопления химических элементов 
в водах в динамике в течение года таковы, что сформи-

рованный изначально элементный состав воды как бы 
сохраняется, не зависимо от времени года. 
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РЕЗЮМЕ 
Ушбу мақолада Амударё делтасидан олинган сув намуналарининг таркибидаги кимёвий элементларнинг йил мавсумидаги 

ўзгариши ўрганилган. Ҳар бир мавсумда олинган сув намуналаридан нейтрон-фаол таҳлил натижасида 30 га яқин кимёвий эле-
ментлар аниқланди. Қиш мавсумида ерларни суғорган сувлар коллекторларга, кейин эса Амударёга қайта қуйилиши натижаси-
да унинг ифлосланиши ортганлиги кузатилган.  

РЕЗЮМЕ 
В статье рассматриваются сезонные колебания химического состава проб воды из дельты Амударьи. В результате нейтрон-

но-активационного анализа проб воды, взятых в каждом сезоне, было идентифицировано около 30 химических элементов. Зи-
мой загрязнение увеличивается в результате промывочных и оросительных вод в коллектор и затем обратно в Амударью. 

SUMMARY 
The author of the article discusses seasonal variations in the chemical composition of water samples from the Amudarya delta. As a 

result of neutron activation analysis of water samples taken in each season, about 30 chemical elements were identified. In winter, pollu-
tion increased in a result of flushing and irrigation waters into the collector and then back to the Amudarya river. 
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Рассмотрим линейную дифференциальную систему 

с постоянными коэффициентами [1:45]  

( ) ( ), ( ) .nx t A x t x t R
⋅

= ∈                      (1) 

Решение системы (1), удовлетворяющее начальным 

условиям 0 0( )x t x= , будем обозначать ( ).x t  Функ-

цию Ляпунова будем брать в виде квадратичной формы  

( )
T

v x x Hx=  [2:27].  Полная производная в силу систе-
мы (1) имеет вид 

( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
T T T T

v x t x t Hx t x H x t x t A H HA x t

⋅ ⋅
= + = +   Если 

выбирать симметричную положительно определённую 
матрицу Н таким образом, чтобы полная производная 
функции   ( )v х  в силу системы (1) равнялась заранее 

заданной отрицательно определенной квадратичной 
форме ([2]) 

( ( )) ( ) ( )v х е х t Cx t= −  

то нахождение матрицы Н сводится к решению мат-
ричного уравнения Ляпунова 

T
A H HA C+ = −                                (2) 

Если матрица А асимптотически устойчива, то 
уравнение (2) имеет единственное решение. Причём, 
если матрица С положительна определённая, то и полу-
ченная матрица Н также положительна определена. 
При решении прикладных задач важное значение 

имеет не только установление факта устойчивости, но и 
вычисления функции   ( )δ ε , характеризующее вели-

чину перерегулирования. Область   { }: ( )U x x δ εδ = <  

назовем областью начальных возмущений. С помощью 

функции Ляпунова ( )
T

v x x Hx=   область Uδ  можно 

получить следующим образом. 

Для квадратичных функций справедливо неравен-
ства 

2 2
( ) ( ) ( )maxmin H x x H xλ σ λ≤ ≤         (3) 

где ( ), ( )maxmin H Hλ λ  наименьшее и наибольшее соб-

ственные числа матриц. Для полной производной 
функции в силу (1) будет выполняться 

2
( ) ( ) .minx C xσ λ

⋅
≤ − Используя неравенство (3),  полу-

чаем   

( )min ( )
( )max

Cd
x

dt H

λσ
σ

λ
≤ −  

и полученное дифференциальное неравенство, имеет 
вид 

( )min( ( )) ( ) ( ) .0 0
( )max

C
х t x e t t

H

λ
σ σ

λ
≤ ⋅ − −

 
 
 

 

Отсюда, вновь используя неравенство (3), имеем  

( )
( ) ( )[ minexp ( ) .0 0
( ) 2 ( )maxmin

H Cma
x t x t t

H H

λ λ

λ λ
≤ − −

 
 
 

   (4) 

 
Поскольку решение ( ) 0x t ≡  системы  (1) асимптоти-

чески устойчиво, то из последнего соотношения (4) 
получаем 

{ } ( )maxsup ( ) 0
( )0 min

H
x t x

t t H

λ

λ
=

≥
 

Или, с использованием величин ( )uε δ ε имеем  

( )max ( )
( )min

H

H

λ
δ ε ε

λ
⋅ ≤  
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Таким образом, для оценки начальных возмущений  

Uδ  имеет место следующая зависимость 

( )δ ε ≤
( )max .
( )min

H

H

λ
ε

λ
⋅  

Очевидно, что точность оценки существенно зависит от 

выбора функции Ляпунова ( )
Т

х х Нхσ =  и будет тем 

точнее, чем меньше величина ( ) / ( )minH Hmахλ λ . Если 

обозначить ( )1 Нϕ = ( ) / ( )minH Hmаxλ λ  и рассматри-

вать задачу минимизации функции ( )1 Нφ  на множе-

стве решений уравнения Ляпунова, то придем к следу-
ющий задаче математического программирования. Тре-
буется  найти  

{ }0 1( )
inf ( ) ,
G H

H аrg Hφ=   

где  ( )G H  – множество положительно определенных 

матриц H , при которых T
A H HA+   отрицательно 

определены. 
Определение ([2:37], [3:38]). Функцию Ляпунова 

0 0( ) ,Tx x H xσ =  у которой 

{ }inf ( )0 1( )
H аrg H

Н G H
φ=

∈ , ( )max( )1
( )min

H
H

H

λ
φ

λ
=     (5) 

назовем оптимальной для оценки начальных возмуще-
ний. 

Нетрудно заметить, что 11 ( ) .Нφ≤ <∞   Поэтому 

наилучшей из всех функций Ляпунова (в зависимости 
от вида матриц А) будет такая, при которой 

1 0( ) 1,Нφ =  т.е.
2

0 ( )х хσ =  Геометрически 

1 ( )Нφ  определяет отношение осей эллипса, пред-

ставляющего собой поверхность уровня функции Ля-

пунова { }: ( )х хασ σ α∂ = = . Наилучшей из функ-

ций Ляпунова будет сферическая. 
Приведём необходимые и достаточные условия суще-
ствования оптимальной функции Ляпунова, для кото-

рой  1 0( ) 1,Нφ =  

Теорема. Уравнение Ляпунова (2) имеет решением 

матрицу ),(0 HGН ∈  для которой  

1 0( ) 1,Нφ = тогда и только тогда, когда TAA+  

отрицательно определенная матрица. 
Доказательство. Необходимость. Пусть существу-

ет положительно определенная матрица 0С , при  ко-

торой уравнение (2) имеет решение 0Н , для которого 

1 0( ) 1.Нφ = Как известно, для произвольной симмет-

ричной матрицы Н  существует ортогональная матри-

ца U , такая, что TU HU  имеет диагональную струк-

туру, причем .TU U Е=  И поскольку 

min( ) / ( ) 1,mаx H Hλ λ =  т.е. 

1 0 2 0 0( ) ( ) ... ( ) ,тН Н Нλ λ λ λ= = = = то 

0
TU H v Eλ= . Причем так как 0H  положительно 

определена, то 0λ > . Отсюда 

)()()()()( 000 UCUAUUUHUUHUAUU TTTTTT −=+
Поскольку 

1 0 2 0 0( ) ( ) ... ( ) ,тН Н Нλ λ λ λ= = = = то  

0

1
.T T T TU A U U AU U C U

λ
+ = −   Таким образом 

0

1
CAA T

λ
−=+  – отрицательно определенная мат-

рица. 

 Достаточность. Пусть TAA+ отрицательно 

определенная матрица. Положив 0 ( )TC A A= − +  

получим 0Н Е=  и, следовательно, 

max 0 min 0( ) \ ( ) 1.Н Нλ λ =  

 Поскольку множество )(HG  представляет 

собой открытый конус, возможно ситуация, когда по-

ложительно определенная матрица 0Н , для которой  

1 0( ) 1,Нφ = принадлежит граница конуса. 

 Лемма. Пусть для произвольного 0ε >  суще-
ствует симметричная положительно определенная 

матрица Сε  такая, что для ,Hε  являющейся реше-

нием матричного уравнения Ляпунова, 

1 ( ) 1 .Нφ ε< + Тогда существует последователь-

ность { }, 1,2,...кС k = симметрических положи-

тельно определенных матриц, сходящаяся  к симмет-

рической  положительно полуопределенной матрице 

С
−

 и соответствующая её последовательность 

{ }, 1,2,...кН к = сходящаяся к положительно опре-

деленной матрице Н
−

 причем 

1 1lim ( ) ( ) 1.rr
H Hφ φ

−

→∞
= =  

Доказательство. Пусть 1/ кε =  и 

1( ) 1 1 / .кН кφ < +  Разделив уравнение Ляпунова на 

,кС    получим     T r r r

r r r

H H C
A A

C C C
+ = −  

И так как собственные числа при этом изменились про-
порционально, то без ограничения общности, будем 

считать, что 1 1,2,...кС к= =   

(здесь max ( )кС Cκλ= ). Равенство 1кС =  означает, 

что последовательность { }кС   принадлежит сфере 

единичного радиуса, и в силу её компактности на по-

следовательности { }кС  можно выделить сходящу-

юся подпоследовательность  { }кmС C→  причем C  

положительно полуопределённая.  Поскольку, A  
асимптотически устойчивая, то для собственных чисел 
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оператора  [ ] TF H A HA= +  будет выполнено 

( ) ( ) ( ) 0, 1 .i jF A A i j nλ λ λ= + ≠ ≤ ≤ ≤ . Следова-

тельно, оператор [ ]HF   является невырожденным. 

Поэтому существует и является непрерывной обратный 

оператор  )(1 CF − , и решение H  уравнения Ляпунова 

непрерывно зависит от .C  Таким образом, последова-

тельность { },kmН  также, как и { }mkC  сходится к 

некоторой матрице H
−

 Покажем, что для { }mkH  

справедливо утверждение лемм. Имеем 

CAHHAT ≥+  

И так как ,1=C то 

max max( ) ( ) 2 1 / 2 0.H C A Aλ λ≥ = 〉  

В силу непрерывной зависимости корней характери-
стического уравнения от элементов матрицы 

max max min minlim ( ) ( ), lim ( ) ( ).
m mk k

m m
H H H Hλ λ λ λ

− −

→∞ →∞
− =  

И так как max ( ) 0Hλ >  и 1lim ( ) 1,
mk

m
Hφ

→∞
=  то 

m in ( ) 0 .Нλ >   Следовательно 

1 1lim ( ) ( ) 1.
mk

m
H Hφ φ

−

→ ∞
= =  

Теорема. Уравнение Ляпунова (2) имеет решением 
последовательность положительно определенных 

матриц { }, 1,2...,kН k =  для которой 

1lim ( ) 1,k
k

Hφ
→∞

=  тогда и только тогда, когда 

TA A+  отрицательно полуопределенная матрица. 

Доказательство. Необходимость. Пусть существует 

последовательность { }kС  а следовательно и 

{ }, 1,2,...kН k = для которой  1lim ( ) 1.k
k

Hφ
→∞

=   Так 

следует из леммы, можно выбрать подпоследователь-

ности { }
mkH и  { },

nkC  сходящаяся к положительно 

определенный матрице H
−

 и положительно полуопре-

деленной матрице С
−

 причем   1 1lim ( ) ( ) 1.km
m

H Hφ φ
−

→∞
= =  

Умножив уравнение Ляпунова (2) на соответствующую 
ортогональную матрицу U и проделав преобразования, 
приведенные в теореме, получим 

1
,TA A C

λ
−

+ = − т.е. TA A+  положительно полу-

определённая.  

Достаточность. Пусть TA A+ отрицательно полу-
определенная матрица. Причем последовательность 

{ }kC   при которой  1lim ( ) 1.k
k

Hφ
→∞

=  Пусть 

1
( ) .T

kC A A E
k

= − + +  

Матрица kC  положительно определенная решая урав-

нения Ляпунова, получаем .k kH H E′= +  Причем 

kH ′  определяется из уравнения  

1
.T

k kA H H A E
k

′ ′+ = −  

В силу непрерывной зависимости  решения от правой 

части  lim 0,k
k

H
→∞

′ =   где нулевая матрица. Таким обра-

зом  lim ( ) ,k
k

H E
→∞

=  

1lim ( ) 1.k
k

Hφ
→∞

=  

Теорема доказано. 
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. РЕЗЮМЕ 
Мазкур мақолада Ляпуновнинг функциялари методи ёрдамида чизиқли динамик тизимларнинг турғунлиги масалалари 

кўриб ўтилган. Унда аниқланган матрицалар ёрдамида  Ляпуновнинг матрицалик тенгламаси ечимлари мавжуд бўлишининг 
зарурий ва мавжуд шартлари келтирилган. 

РЕЗЮМЕ 
В статье рассмотрен вопрос устойчивости линейных динамических систем методом функций Ляпунова. С помощью поло-

жительно определённых матриц  получены необходимые и достаточные условия существования решения матричного уравне-
ния Ляпунова. 

SUMMARY 
The article deals with the question of the stability of linear dynamical systems using the Lyapunov function method. Using positive 

definite matrices, necessary and sufficient conditions for the existence of a solution to the Lyapunov matrix equation are obtained. 
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В концепции совершенствования системы образова-

ния Республики Узбекистан подчёркивается, что ос-
новной целью образовательной политики нашей страны 
является обеспечение качества подготовки кадров, от-


