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Rezyume. Mazkur maqolada konussimon ko‘pxillikning hajmini hisoblashning usullari bayon etilgan bo‘lib,
bunda SnapPy va Wolfram Mathematica 13.2 kompyuter dasturlarida hisoblash farglari keltirilgan.

KaoueBble ciaoBa:  rumepOonmyeckass TEOMETpHsS, KOHHYECKOe  MHOTooOpaswe,  opOudom,
TUNepooImIecKuil 00beM, HHBAPUAHT.

Pe3iome. B pa60Te IIPEACTaBICHLI METOAbLI BEIYUCICHUS 00bEMOB KOHUYECKUX MHoroo6pa3I/H7I JUISL Y37110B B
TUNEPOOTMYECKON TEOMETPUH, TAKXKE Pa3IUIHs MEXKIY BEIYUCICHHSIMH B KOMITBIOTEPHBIX porpammax SnapPy
u Wolfram Mathematica 13.2.
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Summary. In this work, methods for computing volumes of cone manifolds for knots in hyperbolic
geometry are presented, along with differences between computations performed in the computer programs
SnapPy and Wolfram Mathematica 13.2.

Kirisiw. 1975-jii Robert Rayli tGsh olshemli orbifoldlardin kélemlerin sanli esaplawga boladi.
sferadagi  aymim  tayinler ham  shimjirlardin =~ Birag, biz matematikler ushin kolemdi esaplaw ushin
toliqtinwshisinda giperbolaliq strukturaga musallar aniq analitikaliq formulalar tabiw maselesi kuta
tapti. Olardin “4jayip tayinler” dep atalatugin jetewi  ahmiyetli. Bul formulalardan paydalanip, misali
[6] da qarastirilgan. Jane bir jud4d dhmiyetli bolgan Wolfram Mathematica programmasinda sanli juwiq
“segiz figurast” thyini onmin 6z aldina [7,8] manislerdi aliwimizga boladi.
monografiyalarinda uyrenilgen. Keyinirek, 1977-jildin Adebiyatlar analizi  jane metodologiya. Bul
baharinde W. Tyorston Gsh 6lshemli kdpobrazliqlarda  jumista bizler avtor jane onin ilimiy basshisi ataqli rus
turaql teris iymeklikli Riman metrikasinin bar boliwi  alimi professor Aleksandr Mednix tarepinen alingan
haqqindagi teoremasin jariyaladi. Dara jagdayda, natiyjeni [3] Wolfram Mathematica 13.2 kompyuter
torlig ham satellitlik tayinlerden basqa qalegen programmasinda  realizaciyalaw  ham  SnapPy
apiwayl tayinnin toliqtirtwshist toliq giperbolalig programmasindagi sanli natiyjeler menen salistirtw
strukturaga iye ekeni belgili boldi. Bul fakt bizge maselesin qaraymiz. Bunday salistirtwlar natiyjelerdi
tuyinler teoriyasin geometriya ham diskret gruppalar tastiyiqglawda xaliqaraliq matematikler tarepinen
teoriyasinin bir bolegi sipatinda qaraw  kennen qollaniladi.
mumkinshiligin berdi. Payda bolgan jana bagdar Turaqli k sekciyali iymeklikli kenisliktegi
zamanag0dy matematikada geometriyaliq tuyinler kesilispeytugin  ish  o6lshemli  simplekslerinin
teoriyast dep te aytiladi. Geometriyaliq tayinler jiynaginan, olardin qirlarin izometriyal biriktiriw joli
teoriyasinda ahmiyetli geometriyaliq invariantlardin menen alingan metrikaliq kenislikke  konuslhg
biri bolgan konusliq kopobrazliqtin kélemin esaplaw  kdpobraziig dep aytamuz. Sonday-ag, bunday
maselesi juda aktualliq mashqalalardin qatarinda  biriktiriwdin natiyjesinde payda bolgan topologiyaliq
turadi. Asirese bunday kopobrazliglardin giperbolaliq  kenislik (tastwshi kenislik) kopobrazliq boladi dep
geometriyadag: kolemlerin esaplaw boyinsha bir qatar  uygariladi.
iri ilimiy natiyjeler alingan. Misali, bul tarawda ataql Bunday kopobrazliq 2 ham 3 6lshemli kletkalardin
alim William Tyorstonnin shakirti Jeffri Wiks 2001-  birikpesinde k ga ten bolgan turaql sekciyaliq iymek-
jil1 3 6lshemli kopobrazliqlarga arnalgan SnapPea [1]  likli Riman metrikasina iye boladi. k = —1 bolsa, biz
programmasin jariyaladi. Keyin ala Mark Kuller, saykes kopobrazligti giperbolaliq strukturaga iye
Natan Danfild hidm basqalar bul programmani (yamasa jol qoyadi) dep aytamiz. Evklid (k = 0) ham
jetilistirip SnapPy [2] programmasina tiykar saldi. Bul ~ sferaliq (k = 1) strukturalarga iye bolgan konuslq
kompyuter programmasinda 3 Olshemli giperbolaliq  képobrazliglar da tap usilay aniglanadi.
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Meyli K ush 6lshemli S3 sferadag1 qanday da bir
tayin bolsin. Saykes konusliq koépobrazliqti K(a)
arqali belgileymiz, bul jerde a — tyinge tuwra
keliwshi konusliq mtyesh. Eger a = % ,n e N bolsa,

onda K () koépobrazliq orbifold dep aytiladi. SnapPy
programmasinda giperbolaliq kenislikte
modellestiriletugin galegen orbifoldtin maydanin
esaplawga boladi. Biraq bizge qalegen a konusliq
muyesh ushin koélemdi esaplaw mumkinshiligin
beriwshi analitikaliq formula tabiw zarurli. Bul
formula arqali Wolfram Mathematica
programmasinda esaplaw jurgiziwge boladi.

Talqilaw. Amiqlig ushin Rolfsennin tayinler
kestesinde [4] 8, tanbasi arqali belgilenetugin eki
kopirli tayindi qaraymiz [1-sawret]. Bul belgilewdin
sebebi, tayin 8 kesilispege iye jane 8 kesilispeli
tayinler diziminde 1-orinda turadi. Ol % qiyaligh

.....

1-suwret. 84 tyini.

Endi tayindi ush olshemli Evklid kenisliginde
garaymiz. Tuyinnin jetkilikli kishi dogeregin qaralip
atirgan kenislikten shigarip taslasaq, onda biz ush
olshemli kopobrazliqqa iye bolamiz. Tlyinge saykes
keliwshi  ayrigshaliqn  konusliq  singulyarliqqa
almastirip, konushq képobrazligtt payda etemiz.
Payda bolgan konusliq kopobrazliqi 8;(a) arqal
belgileymiz [3]. Magalada bul képobrazligtin @ nin
ganday manislerinde giperbolaliq boliwi ham de
saykes kolemin esaplaw ushin analitikaliq formula
alindi. Tastiyiqlawdin keltiremiz.

Teorema. Meyli 8;(a) kopobrazliq giperbolaliq
bolsin, yagnlyy O0<a<ay=2.75. Onda onmmn
maydanin tdbmendegi formula arqali esaplawga boladi:

A
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eger 1.3946 < &£ < 2.38,

eger 0.597 < ¢ < 1.3946
2.38 < & < 2.435,

f(§) =1

\ keri jagdayda.
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Teoremanin dalilleniwi J. Portidin eki kopirli
tayinlerdin ~ turaqli  iymeklikli  ush  o6lshemli
kenisliklerde modellestiriliwi haqqindagi teoremasi
[5] menen A-polinom dep atalatugin tayinlerdin
topologiyaliq invariantinin qollaniliwina tiykarlangan.

Natiyjeler. Endi bul koépobrazligtin kélemin
esaplawdin  ameliyatta qalay alip barilatuginin
koreyik. Adep SnapPy programmasinan paydalanip
bir neshe orbifoldtin maydanin esaplaymiz (2-stwret):

% SnapPy Comman d Shell

SnapPy File Edit Window Help

B -

z

In[1]: M=Manifold("8_1(3,0)")

In[2]: M.volume ()
ut[2]: 1.1343304171
In[3]: M=Manifold("8_1(4,0)")
In[4]: M.volume ()
Out[4]: 2.11140103990
In[5]: M=Manifold("8_1(5,0)")

In[6l:

Out[6] :
In[7]: M=Manifold("8_1(10,0)")
In[8]: M.volume ()
Out[8]: 3.

20751918250

2-suwret. 8, (a) orbifoldtin maydani.

Sawrette korinip turganinday SnapPy

2 e,
programmasinda tek a = TH koérinistegi muyeshler

ushin gana esaplaw imkaniyati bar, yagniy qalegen
muyeshti bul kériniste anlatiwdin ilaji joq.

Al, endi Wolfram Mathematica 13.2
programmasinda esaplaw barist menen tanisamiz
(3-suwret). Bul programmada tikkeley teoremada
keltirilgen formuladan paydalanip esaplaw jurgiziwge
boladi, biraq daslep 6zgeriwshi parametrlerdi kirgizip
aliw ham saykes funkciyalardin beriliwlerin jaziw

kerek.

3-suwret. Wolfram Mathematica 13.2
programmasinda kopobrazligtin maydanin esaplaw

Sawretlerdi salistirip korsek, eki programmada da
natiyjeler ustpe-ust tasip tur. Bul bolsa natiyjelerdin
durishigm tastiyiqlaydi. Al, teoremadagi formula
galegen konuslig muyesh a ushin orinli ekenin
korsetedi.
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Juwmag. Solay etip biz giperbolaliq kenisliktegi  biz oylaganimizday ansat jurgizilmeydi. Bul maésele
ganday da bir obyekttin, yagmy 8;(a) konusliq boyinsha ele aniq natiyje alinbagan bolip, tiyisli
kopobrazliqtin kolemin esaplaw maselesi menen esaplaw jumuslari alip barilmaqta. Uliwmalastirip
tanistiq. Bul maseleni konusliq muyeshtin basqa aytqanda, kélem, maydan ham basqa da 6lshemlerdi
manislerinde de usigan ugsas usil menen sheshiwge aniglaw barliq waqitta geometriyada, uliwma,
boladi. Amniglastirp aytqanda, saykes konusliq matematikada aktualliq maselelerdin qatarinda jatadu.
kopobrazligt1 sferaliq yamasa Evklid kenisliginde Al, topologiyada bolsa bul xarakteristikalar ahmiyetli
qarastinw mumkin. Biraq, bunda bir qiziq tarepi invariantlardan bolip esaplanadi. Bul bagdarda elege
sonda, Evklid kenisliginde kolemdi esaplaw maselesi  deyin jildan-jilga jana natiyjeler alinip kelinbekte.
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