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Вопросы математического и компьютерного 
моделирования напряженного состояния конструкций и 
их элементов из различных материалов и определение 
запасов их прочности является актуальной задачей 
механики деформируемого твердого тела.  

В работах [1,3] рассмотрены упругопластические 
процессы и построение их математических моделей в 
разных постановках. Авторами работ [5] предложены 
конечно-разностные методы для численного решения 
краевых задач для дифференциальных уравнений с 
частными производными с использованием неравно-
мерных сеток. Авторами работ [2,4] предложены чис-
ленные методы решения статических и динамических, 
связанных и несвязанных задач термоупругости и тер-
мопластичности для изотропных и анизотропных тел, 
эти методы основаны на конечно-разностный подход с 
использованием равномерных сеток. 

В настоящей работе предложен новый алгоритм для 
разбиения двумерных областей на основе 
неравномерной сетки. Для демонстрации метода 
разработки неравномерных сеток, и их метода 
численного решения, для простоты рассмотрим 
статическую краевую задачу теории упругости, 
состоящую из уравнения равновесия 
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где 
ij

  тензор напряжений, 
ij
  тензор деформаций, 

i
u  компоненты перемещения,    шаровая часть тен-

зора деформаций, ,  упругие постоянные Ламе, 

iX объемная сила, ij  символ Кронекера, 
j

n - внеш-

няя нормаль к поверхности 
2

 , 
1 2 3
, ,S S S -компоненты 

вектора внешней нагрузки. 
Продемонстрируем суть алгоритма построения не-

равномерной сетки для двумерной области. Для чего, 
предположим, что, пусть нам необходимо вычислить 
значения искомых функций (перемещения, деформа-
ции, напряжения) на четырѐх произвольных точках, 
лежащих внутри рассматриваемой двумерной области 
Рис.1. 

Проводя параллельные линии к осям ОХ и OY про-
ходящие через данные точки, будем иметь неравномер-
ную, сетку, показанную на Рис.2.  

Известно, что при переходе от равномерной сетки к 
неравномерной, порядок аппроксимации разностных 
уравнений понижается. Для того чтобы избежать этого 
понижения порядка аппроксимации мы рассмотрим 
неравномерную сетку максимально близкой к равно-
мерной. Как видно на Рис.2 шаги сетки h

i
x и h

i
y 

(i=1,2,..,5) неравномерны, возьмѐм некую величину h 
(0<h≤li/10, например h=li/10 где li длины сторон рас-
сматриваемой прямоугольной области), с помощью 
которой будем построить неравномерную сетку (Рис.2) 
близкой к равномерной сетке с шагом h. Для этого будем 
проверять условия hi

x≥ h (hi
y≥ h), промежуток на котором вы-

полняется условие xk-xk-1=h
k
x≥ h, делим на две равные ча-

сти.    
Проверим шаги сетки h

i
x из Рис.2. Предположим, 

что h
1
x>h, в этом случае согласно выше сказанному 

будем иметь следующую неравномерную сетку, пока-
занную в Рис.3. 

   
Рис 1. Рис 2. Рис 3. 

Каждый раз, когда встречается промежуток h
k
x>h и 

мы делим его на две части, проверка продолжается с k 

того промежутка. Далее предположим, что на Рис.3 

h
4

x>h , разделяя его на две части имеем Рис. 4.  

Далее продолжая работу, из Рис.4 можно увидеть, 

что h
7
x>h, разделяя его имеем Рис.5.  

Когда все промежутки по оси OX выполняют усло-

вие h
i
x≤ h, продолжаем проверять промежутки сетки h

i
y  

по оси OY. Предположим h
1
y>h, разделяя его на две 

части, будем иметь Рис.6. 

   

Рис 4. Рис 5. Рис 6. 

Когда выполняется условие h
i
y≤ h во всех проме-

жутках по оси OY, процесс разбиения заканчивается.  

Напомним, что, нам интересны численные значения 

искомых функций только в четырѐх точках, лежащих 

внутри рассматриваемой области Рис.1, остальные уз-

ловые точки играют вспомогательную роль для полу-

чения хороших результатов в четырѐх точках.    

Рассмотрим построения численной модели задачи 

(1-4) на основе неравномерной сетки. 

Запишем уравнения равновесия относительно пере-

мещений 
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Уравнения (5), для простоты рассмотрим в прямо-

угольной области 
1 2

{0 ,0 }x l y l      со следую-

щими краевыми условиями: 
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Для построения конечно-разностной схемы для 
двухмерной краевой задачи теории упругости (5-6), мы 
имеем следующие узловые точки неравномерной сетки  
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Заменяя производные в краевой задаче (5–6) раз-
ностными отношениями, можно найти основные раз-
ностные уравнения 
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Обычно при решении конечно-разностными мето-

дами задачи типа (5)-(6) используются равномерные 

сетки по координатам. В конечно-разностных уравне-

ниях (7) нами использованы неравномерные шаги сетки 

по координатам. Далее, разрешив полученные разност-

ные уравнения относительно ,j j

i i
u v  соответственно 

получим следующие рекуррентные соотношения 

1, 1, , 1 , 1

1 1 1 1

1 1

, 1 , 1 1, 1,

1 1 1 1

1 1

( 2 )( ) ( ) /

2
/

( 2 )( ) ( ) /

2
/

i j i j i j i jj

i

i j i j i j i jj

i

u u u u
u

b c a c b c a c

a b a b

v v v v
v

b c a c b c a c

a b a b

  

  

  

  

   

   

 
     

    

 
 

  

 
     

    

 
 

  

    (8) 

 

Далее, на основе соотношений (8) организуем сле-

дующий итерационный процесс по индексу 0,1,2,...k   
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с учѐтом краевых условий (6) 
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При нулевом приближении, т.е. при 0k   узловые 

значения искомых величин 
(0)

ij
u , 

(0 )

ij
v  на границе пря-

моугольной области   известны по краевым условиям 

(10). Во внутренних узлах, значения перемещений в 

нулевом приближении ( 0)k   считаются тривиальны-

ми.  

Далее, продолжая итерационный процесс можно 

найти искомые значения перемещений 
ij

u , 
ij

v  с задан-

ной точностью  . Сходимость итерационного метода 

достигается согласно обобщенной теореме о сходимо-

сти итерационных методов. 

Заметим, что следующие функции  
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удовлетворяют краевым условиям (6). 

Подставляя (11) в уравнения (5) можно убедиться в 

том, что при следующих значениях объѐмных сил, 

уравнения (10) тождественно равны нулю 
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Таким образом, функции  u , v  (11) являются точ-

ным решением краевой задачи (5-6) при объѐмных си-

лах (12). 

Итерационный процесс (9-10) продолжается до тех 

пор, пока не выполняется следующее условие 
( 1) ( )k ku u    , где   квадратичная норма после-

довательных приближений разности вектора переме-

щений u  в пространстве 
2

L . 

Пусть уравнения Ламе (5) рассматриваются в пря-

моугольной области 
1 2

{0 ,0 }x l y l     . Согласно 
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граничным условиям (6) прямоугольник находится под 

действием кинематических условий в виде синусооб-

разных перемещений. При численном решении задачи 

исходные значения параметров имели следующие зна-

чения: 

1 2 1 2
0.5, 0.8, 1, 10.l l N N        

В следующей таблице 1. приведены значения        
узловых точек после проведения процедуры разбиения 
неравномерной сетки.

 

 

Таблица 1. Значения узловых точек 

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

xi 0 0.09 0.23 0.28 0.433 0.5 0.59 0.72 0.79 0.92 1 

yi 0 0.093 0.25 0.3 0.41 0.5 0.57 0.73 0.81 0.908 1 

 

Таблица 2. Значения функции u(x,y) при 0.001   (итерационный метод) 

 x=0 x=0.1 x=0.2 x=0.3 x=0.4 x=0.5 x=0.6 x=0.7 x=0.8 x=0.9 x=1 

y=0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

y=0.1 0.2880 0.2667 0.1995 0.1694 0.0496 -0.0046 -0.0779 -0.1758 -0.2169 -0.2721 -0.2880 

y=0.2 0.7071 0.6791 0.5194 0.4416 0.1293 -0.0129 -0.2050 -0.4593 -0.5636 -0.6904 -0.7071 

y=0.3 0.8090 0.7722 0.5901 0.5004 0.1457 -0.0154 -0.2326 -0.5211 -0.6401 -0.7851 -0.8090 

y=0.4 0.9603 0.9211 0.7055 0.6004 0.1739 -0.0185 -0.2786 -0.6242 -0.7647 -0.9356 -0.9603 

y=0.5 1.0000 0.9599 0.7382 0.6262 0.1824 -0.0197 -0.2915 -0.6515 -0.7992 -0.9750 -1.0000 

 

Таблица 3. Значения функции u(x,y) (точное решение) 
 x=0 x=0.1 x=0.2 x=0.3 x=0.4 x=0.5 x=0.6 x=0.7 x=0.8 x=0.9 x=1 

y=0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

y=0.1 0.2880 0.2766 0.2161 0.1836 0.0602 0.0000 -0.0804 -0.1836 -0.2276 -0.2790 -0.2880 

y=0.2 0.7071 0.6790 0.5304 0.4507 0.1477 0.0000 -0.1973 -0.4507 -0.5587 -0.6849 -0.7071 

y=0.3 0.8090 0.7769 0.6069 0.5157 0.1690 0.0000 -0.2257 -0.5157 -0.6392 -0.7836 -0.8090 

y=0.4 0.9603 0.9222 0.7203 0.6121 0.2006 0.0000 -0.2679 -0.6121 -0.7588 -0.9301 -0.9603 

y=0.5 1.0000 0.9603 0.7501 0.6374 0.2089 0.0000 -0.2790 -0.6374 -0.7902 -0.9686 -1.0000 

В таблицах 2 и 3 приведены численные результаты рассматриваемой задачи, полученные предложенным ите-
рационным методом и точного решения, соответственно. Сравнение численных результатов показывают, что по-
лученные приближенные решения достаточно близки к точному решению на разработанных неравномерных сет-
ках согласно предложенному разбиению. Предложенный алгоритм может быть использован при численном реше-
нии пластических и термо-упруго-пластических краевых задач.  
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РЕЗЮМЕ. Мақолада эластиклик назариясининг икки ўлчовли статик масалаларини сонли ечиш учун қадамлари бир хил 

бўлмаган тўрларда чекли айирмали тенгламаларни қуришнинг янгича усули таклиф қилинган. 
РЕЗЮМЕ. В данной статье предложен новый способ построения конечно-разностных уравнений на неравномерных сетках 

для численного решения двухмерных статических задач теории упругости.  
SUMMARY. This article proposes a new method for constructing finite-difference equations on non-uniform grids for the numerical 

solution of two-dimensional static problems in the theory of elasticity. 
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Кириш.  Ҳозирда бутун дунѐдa қaйтa тиклaнувчи 

энергия мaнбaлaрига бўлган талаб кундан кунга ортиб 
бормоқда. Мaмaлaкaтимиз қaйтa тиклaнувчи энергия 
мaнбaлaрини ривожлaнтириш давлатимиз сиѐсати 
даражасига кўтарилда. Бунга сабаб, мамлакатимиз 
қайта тикланувчи манбалардан фойдаланиш учун улкaн 
сaлоҳиятгa эгaлигидир. Мaвжуд сaлоҳиятни ишгa 
солиш, узоқ муддaтли вa бaрқaрор энергия тaъминоти 
дaрaжaсини кўтaришдa ѐрдaм берaди.  

 2025 йилгa келиб Республикaмиздa қaйтa 
тиклaнувчи энергия мaнбaлaри электр энергиясини 
ишлaб чиқaришдаги улушини 12,7 фоиздaн 19,7 фоизгa 
еткaзиш мўлжaллaнгaн. Жумлaдaн: 
гидроэлектростaнциялaр улушини 12,7 фоиздaн 15,8 
фоизгa, қуѐш фото электрик стaнциялaрини 2,3 фоизгa, 
шaмол электрстaнциялaрини эсa 1,6 фоизгa еткaзиш 
режaлaштирилгaн [1].  


