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Введение. На практике, в экспериментальных 

случаях интересующая нас случайная величина (с.в.) 
Z  могут оказаться под влиянием другой 
сопровождающей величины-ковариаты (фактора 
влияния, регрессора) X . В медицине доза лекарства, в 
инженерии такие факторы как температура, давление, 
напряжение тока могут оказать влияние на 
продолжительность жизни индивидуума или 
безотказной работы технического устройства. 
Статистическая задача состоит в оценивании условной 
функции выживания или ее среднего остаточного вре-
мени жизни в моделях регрессии с цензурированными 
наблюдениями. Характерная особенность этих задач 
состоит в том, что для одной и той же оцениваемой  
характеристики могут быть предложены различные 
оценки в зависимости от структуры рассматриваемой 
модели цензурированных наблюдений. Такую задачу 
впервые при случайном цензурировании справа рас-
сматривал Беран [3], предложив в качестве оценки для 
функции выживания обобщенный аналог известной 
множительной оценки Каплана-Мейера. В работах [5,6]     
исследована в основном оценка множительной струк-
туры. В [1] были предложены и исследованы оценки 
степенной структуры в различных моделях регрессии 
случайного цензурирования. В настоящей работе     
рассматривается специальная модель регрессии при 
случайного цензурирования с двух сторон и в ней так 
же исследуется оценки степенной структуры.  

Характеризация модели и вспомогательные     

результаты. Рассмотрим ситуацию, когда с.в. Z  под-

вергается случайному цензурированию с двух сторон    

парой с.в.  , .L Y  Предполагается, что компоненты век-

тора  , ,L Z Y  независимые с.в. при заданной ковариате 

 0,1X x  . Пусть   , , , 1,i i iL Z Y i n  - независи-

мые реализации вектора  , ,L Z Y  в n  экспериментах и 

10 ... 1nx x   
 

- фиксированные точки дизайна 

ковариаты X . Наблюдается следующая выборка     

объема :n    ( )

0 1 2
, , , , 1, ,n

i i i i
S i n      где 

max{ ,min( , )}
i i i i

L Z Y  , 0
(min( , ) )

i i i i
I Z Y L   , 

1
( )

i i i i
I L Z Y    , 

2
( )

i i i i
I L Y Z     и ( )I A -

индикатор события A . Пусть ,
ixF  ,

ixG  
ixK  и 

xH  - 

условные ф.р. с.в. ,iZ  ,iY  
iL  и 

i  при заданной ковари-

ате 
iX x  являются непрерывными. Далее для упро-

щения записей 
ix  обозначим через .x  Заметим, что 

интересующие нас с.в. 
iZ  наблюдаемы лишь при 

1
1.

i
   Здесь рассматривается специальная модель, т.е. 

,xF
 xG  и 

xK  удовлетворяют следующим степенным 

представлениям при всех 0t  : 

    
1

1 1 ,
x

x x
G t F t

 

         1 1 ,
x

x x
K t F t



    

где 
x  – положительный неизвестный мешающий па-

раметр. 

Тогда оценка для условной функции выживания 

определяется как [2]: 

    
1 2

1 1 ,
xh

xh xhF t H t


   
   

0,t                 (1) 

где      
1

;
n

xh ni n i

i

H t x h I t 


  , 

   
1

; 1 ,
n

mxh ni n mi

i

p x h I 


 
 

1,2,m   
12xh xhp   явля-

ются сглаженными оценками для  ,xH t  

 1 ,mx mxp P  
 

1,2m   и 
12x xp   используя ве-

сы Гессера-Мюллера [4]: 

1

1

0

1 1
( ; ) , 1, .

i n

i

x x

ni n

n n n nx

x y x y
x h dy dy i n

h h h h
  





     
      

    
 

 

Здесь 
0 0,x 

 
  - известная функция плотности и 

 nh -последовательность положительных постоянных 

такое, что 0nh   при n .  

Далее нами будут использованы обозначения: 

 1
1
min ,n i i

i n
x x 

 
     1

1
max ,n i i

i n
x x 

 
    

 
2 2

2
y dy 





 
,    v

vm y y dy 




 
, 1,2v  . 

Легко видеть, что ввиду условий (1) в рассматрива-

емой модели  

 inf 0: ( ) 1 ,
x xF H xT T t H t     

 sup 0: ( ) 0
x xF H xt H t     . 

Рассмотрим условия: 

(У1) При n , 1nx  , 1( )n O n  , 

1( )n n o n   ; 

(У2) ( )y  - плотность с носителем [ , ]M M , при  

некотором 0,M   1( ) 0m    и   удовлетворяет 

условию Липщица первого порядка; 
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(У3) 
2

2
( ) ( )x xH t H t

x





, 
2

2
( ) ( )x xH t H t

t


 



, 

2

( ) ( )x xH t H t
x t


 

 

 существуют и непрерывны для 

( , ) [ , ] [0,1]t x T  , где 
x xH HT T    ; 

(У4) 
2

2mx mx

d
p p

dx
 , 1,2m   существуют и непре-

рывны для [0,1]x . 

Далее используем также обозначение 
1

1 1 2sup ( ( )) ( )x x
t T

r H t H t





 

   
. 

В [2] проведено исследование оценки (1). Мы пред-

ставляем некоторые из полученных результатов. 

Теорема 1. [2]. Пусть выполнены условия (У1), 

(У2), а для функций ,xH  
0xp , 

1xp  условия (У3), (У4), 

0r   и при n , 0nh  , ln
(1),

n

n
o

nh


 
5

(1).
ln

nnh
O

n
  Тогда для [ , ]t T : 

       1 2

1

( ; ) , , , ,
n

xh x ni n tx i i i n

i

F t F t x h r t x   


     

где 

 

  
    

    

1 2

1

1 2

, ,

1

tx i i i

x
x i x

x x

p
F t I t H t

H t H t

  



 




    


 

    1 2

1 12log 1 ,x i xH t p   
 

 

   
п.н.

1sup , ( ) ln .n n
t T

r t x O nh n




 

  

Теорема 2. [2]. В условиях теоремы 1 следует рав-

номерно сильная состоятельность оценки (1) при 

n :  

 
п.н.

1/2 1/2sup ( ) ( ) ( ) (ln )xh x n
t T

F t F t O nh n




 

  . 

Теорема 3. [2]. Пусть выполнены условия (У1), 

(У2), а функции ,xH
 0xp , 

1xp  удовлетворяют услови-

ям (У3), (У4) и 0r  . Тогда 

 A  Если 
5 (1)nnh o  и  

1 2
ln (1)nnh n o


 , тогда 

при n  и  ,t T  

         
1 2 20, .

d

n xh x xnh F t F t N t   

 B  Если 1 5

nh Cn  при некотором 0C  , тогда 

при n  и  ,t T  

           
1 2 2, ,

d

n xh x x xnh F t F t N a t t   

где 

              5 2

1 2

1
1

2
x x xx x xt F t A t H t B t p ma C   , 

 

 

22 2

2

2 2

1 1

(1 ( ))

( ) ( )(1 ( )) ( ) (1 ) ,

x x

x x x x x x

t F t

A t H t H t B t p p

  

  

 

    
1

1 2
( ) ,x

x

x x

p
A t

H t H t



 

 
1 2

( ) 2log 1 ( ) .x xB t H t  
 

 

В условиях теоремы 3 установлена слабая сходи-

мость процесса     1/2
( ) ( ) ( ) , ,nx n xh xW t nh F t F t t T     

в пространстве [ , ]D T  к гауссовскому процессу. Рас-

смотрим ( )xW t  гауссовский процесс с нулевым сред-

ним и ковариационной функций при , [ , ]s t T : 

  
2

2
1 ( ) 1 ( )st x xQ F s F t   

  ( ) ( ) (min( , )) ( ) ( )x x x x xA s A t H s t H s H t    

1 1( ) ( ) (1 )x x x xB s B t p p  , 

где функций ( )xA t
 
и ( )xB t  определены в теореме 3, а 

гауссовский процесс ( )xW t  имеет среднее ( )xa t  и   

ковариацию 
stQ .  

Теорема 4. [2]. Пусть выполнены условия теоремы 

3. Тогда  

 A   В условиях   :A  ( ) ( )nx xW t W   в [ , ];D T  

 B   В условиях   :B  ( ) ( )nx xW W    в [ , ].D T  

Основные результаты. В данной работе рассмат-

ривается задача оценивания условного среднего оста-

точного времени жизни  

  1( ) ( ) (1 ( )) (1 ( )) ,x x x x x

t

t M Z t Z t F t F s ds


      
      (2) 

Оценку для ( )x t
 
можем построить методом под-

становки оценки (1) вместо 1 ( )xF t  в формуле (2). 

Однако, из теорем 2 следует, что оценка (1) является 

равномерно состоятельной в некотором  , .T  Поэтому 

сперва введѐм следующую урезанную версию функции 

(2): 

1( ) (1 ( )) (1 ( )) , ,

T

T

x x x

t

t F t F s ds t T      
             (3) 

Теперь функцию (3) оценим статистикой 

1( ) (1 ( )) (1 ( )) , .

T

T

xh xh xh

t

t F t F s ds t T      
         (4) 

Справедливо следующее утверждение об асимпто-

тической нормальности оценки (1), т.е. аналог теоремы 

3. 

Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 3.  

 C  Если 5 (1)nnh o  и  
1 2

ln (1)nnh n o


  при 

n , то для  ,t T  

     
1 2 2( ) ( ) 0, ( )

d
T T

n xh x xnh t t N t    ; 

 D  Если 1 5

nh Cn  при некотором 0C  , то при 

n  и  ,t T   
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     
1 2 2( ) ( ) ( ), ( )

d
T T

n xh x x xnh t t N t t     , 

где ( )x t  и 2( )x t  определяются формулами 

  5/2

2

1
( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ,

2(1 ( ))

T T

x x x x

x t t

t a s ds a t F s ds m C
F t

 
 

   
  

 
 

 
 

2

22

22

1
( ) 1 ( ) ( ),

1 ( )

T T

x x x

t tx

t F s ds d s
F t

  
 

  
  

 
 

2 2

1 1( ) ( ) ( )(1 ( )) ( ) (1 ).x x x x x x xt A t H t H t B t p p      

Доказательство. При помощи нетрудных выкладок 

и теоремы 1, имеем  

4
( )

1

1 ( ) 1 ( )
( ) ( )

1 ( ) 1 ( )

( ) ( ),

T

T T xh x
xh x

xh xt

k

nx nx

k

F s F s
t t ds

F t F t

M t Q t

 



  
    

  

 





            (5) 

где 

1

( ) ( ; )
n

nx ni n

i

M t x h



 

 
 

 1 2

1 2 2

, ,1
, , 1 ( ) ,

1 ( ) (1 ( ))

T T

tx i i i

sx i i i x

x xt t

ds F s ds
F t F t

  
  

 
    

  
 

 

(1) 1
( ) ( , ) ,

1 ( )

T

nx n

x t

Q t r s x ds
F t

 
 

   

(2)

2

( ; )
( ) (1 ( )) ,

(1 ( ))

T

n
nx x

x t

r t x
Q t F s ds

F t
 

 
 

 

(3)

2

( ( ) ( ))
( ) ( ( ) ( )) ,

(1 ( ))

T

xh x
nx xh x

x t

F t F t
Q t F s F s ds

F t


 

 
2

(4)

3

( ( ) ( ))
( ) (1 ( )) .

(1 ( ))

T

xh x
nx xh

x t

F t F t
Q t F s ds

F t


 

 
 

Для (1)

nxQ  и (2)

nxQ  используем теорему 1, для (3)

nxQ  и 

(4)

nxQ  теорему 2. Тогда видим, что все эти остаточные 

члены представления (5) с вероятностью 1 равномерно 

по отрезку  ,T  имеют порядок  1( ) lnnO nh n . Теперь 

утверждения  C  и  D  теоремы следует из соответ-

ствующих утверждений теоремы 3. Теорема 5 доказана. 

В условиях теоремы 5 также возможно установить 

слабую сходимость процесса 

    1/2
( ) ( ) ( ) , ,T T

nx n xh xV t nh t t t T       в простран-

стве [ , ]D T  к гауссовскому процессу. Рассмотрим 

( )xV t  гауссовский процесс с нулевым средним и кова-

риационной функцией при , [ , ]s t T : 

  
 

2

2

2

min( , )

1
1 ( ) ( ),

1 ( ) 1 ( )

T T

st x x

x x s t u

Q F s ds d u
F s F t

 
 

  
   

 

 

где функция ( )x t  определена в теореме 5, а гауссов-

ский процесс ( )xV t  имеет среднее ( )x t  и ковариацию 

.stQ  

Теорема 6. Пусть выполнены условия теоремы 5. 

Тогда  

 C   В условиях   :C  ( ) ( )nx xV t V   в [ , ];D T  

 D   В условиях   :D  ( ) ( )nx xV V    в [ , ].D T  

Доказательство. Нетрудно видеть, что процесс 

( )nxV t  является линейным функционалом процесса 

( ) :nxW t  

1 ( )
( ) ( ) (1 ( )) .

1 ( ) (1 ( ))(1 ( ))

T T

nx
nx nx xh

x xh xt t

W t
V t W s ds F s ds

F t F t F t
   

   

 

Следовательно, утверждения теоремы 6 вытекают из 

соответствующих утверждений теоремы 4. Детали 

опускается. Теорема 6 доказана. 
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РЕЗЮМЕ. Ушбу мақолада умр давомийлиги ҳар иккиала томонидан тасодифий цензурланганда махсус регрессия моделида 

ўртача  қолдиқ умрни баҳолашни ўрганамиз. Баҳонинг асимптотик нормаллиги ва эмперик тасодифий жараѐннинг Скороход 
фазосида Гаусс жараѐнига суст яқинлашишлари исботланган. 

РЕЗЮМЕ. В статье мы исследуем оценку среднего остаточного времени жизни в специальной регрессионной модели, ко-
гда время жизни подвергается случайной цензурировании с двух сторон. Доказана асимптотическая нормальность оценок и 
слабая сходимость эмпирического случайного процесса к гауссовскому процессу в пространстве Скорохода. 

SUMMARY . In this article, we investigate the estimator of the mean residual lifetime in special regression model, when lifetimes 
are randomly censored on both sides. The asymptotic normality are proved of the estimators and the weakly convergence of an empirical 
random process to a Gaussian process in Skorokhod space. 

 


