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Введение. В последние десятилетия теория       

дифференциальных уравнений и математическая      

физика получили значительное развитие благодаря 

трудам ученых А.Н.Тихонова и А.А.Самарского [1]. Их 

труды заложили основу современных исследований в 

области уравнений с частными производными,         

линейных дифференциальных операторов и дробного 

исчисления. 

Последние направления, в том числе исследование 

уравнений дробного порядка [2, 5, 9], приобрели      

актуальность для моделирования сложных физических 

явлений. Особое внимание уделяется задачам            

колебаний, где работы по теории балок и стержней     

[3, 4, 6–8, 10–12] помогут пониманию динамических 

систем. 

Постановка задачи. В данном параграфе в  области 

(0, )Q T=  , где (0, ) ... (0, )l l =   , а ,l T  –          

заданные положительные числа, рассматривается    

следующее более общее уравнение 
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  – спектральный параметр, j
D


  – интегро–

дифференциальный оператор в смысле Миллера–Росса 

по Римана – Лиувилля. 

 

Предварительные сведения 

Пусть 𝑓(𝑡):ℝ+ → ℝ𝑚 функция n  раз 

непрерывно дифференцируемая и 1n n−   ,𝑛 ∈ ℕ. 
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где ( )   – гамма–функция Эйлера. Эта функция удо-

влетворяет равенство ( 1) ( )z z z + =  . Дробная произ-

водная или регуляризованной дробной производной по 
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Таким образом, производная в смысле Римана–

Лиувилля может быть представлена в виде суммы син-
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и регуляризованной дробной производной по Капута 
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Присутствие слагаемых (9) приводит к тому, что 

дробные производные Римана–Лиувилля имеют       

особенность в нуле и в задаче Коши для                   

дифференциальных уравнений дробного порядка в 

смысле Римана–Лиувилля необходимо задавать 

начальные условия специального вида, не имеющие 

чётко физической интерпретации.  

Этих недостатков дробной производной Римана–

Лиувилля лишена регуляризованная производная     

порядка   (𝑛 − 1 ≤ 𝛼 < 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ)    
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которая была впервые введена в работе Капуто [19], а 

также независимо от него в работах Джрбашяном и 

Нерсесяном [20].  

Как производные Римана–Лиувилля, так и          

производные Капуто не обладают ни полугрупповым 
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где 0,1, ..., 1j n= − .  
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где 𝑛 − 1 ≤ 𝜈 < 𝑛, 𝑙 ∈ ℕ и для функции ( )f t  производ-

ная порядка 1l −  абсолютно непрерывная функция. 

Доказательство этих утверждений дано в работах 

Чикрий и Матичина [13].  

  

Основная часть 
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tT T t=     удовлетворяют уравнениям 

𝐷𝑗
𝛼𝑇𝑛1,...,𝑛𝑁(𝑡) + 𝜆𝑛1,...,𝑛𝑁𝑇𝑛1,...,𝑛𝑁(𝑡)

= 𝑓𝑛1,...,𝑛𝑁(𝑡), 𝑛𝑝 ∈ ℤ+, 𝑛 − 1 < 𝛼

≤ 𝑛, 
0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1,𝑁, 𝑛, 𝑗 + 1 ∈ ℕ, 𝑚𝑝 ∈ ℕ, 𝑎𝑝 >

0, 𝑝 = 1,𝑁    (17) 

и начальным условиям 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→0
𝐷𝑗−𝑖−1
𝛼−𝑖−1𝑇𝑛1,...,𝑛𝑁(𝑡) = 𝜑̃𝑖

0
;𝑛1,...,𝑛𝑁

, 𝑖

= 0, . . . , 𝑗 − 1; 𝑛1, . . . , 𝑛𝑁 ∈ ℤ+, 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→0

∂𝑠𝑇𝑛1,...,𝑛𝑁(𝑡)

∂𝑡𝑠
= 𝜑𝑠;

0
𝑛1,...,𝑛𝑁

, 𝑠 = 0, . . . , −[−𝛼] − 𝑗 −

1; 𝑛1, . . . , 𝑛𝑁 ∈ ℤ+,                          (18) 

 

где 

1 1..., ., ,.. ,
( ) ( , ,) ( )

N Nn n n n
f yf v dyt t y



=                    (19) 

 

𝜑̃𝑖
0
;𝑛1,...,𝑛𝑁

= ∫ 𝜑̃𝑖
0

Π
(𝑥)𝑣̃𝑛1,...,𝑛𝑁(𝑥)𝑑𝑥, 𝑖 =

0, . . . , 𝑗 − 1; 𝑛1, . . . , 𝑛𝑁 ∈ ℤ̄+,         (20) 

𝜑𝑖
0
;𝑛1,...,𝑛𝑁

= ∫ 𝜑𝑖
0

Π
(𝑥)𝑣̃𝑛1,...,𝑛𝑁(𝑥)𝑑𝑥, 𝑠 =

0, . . . , −[−𝛼] − 𝑗 − 1; 𝑛1, . . . , 𝑛𝑁 ∈ ℤ̄+.       (21) 

Решение задачи Коши (17), (18) известно (см., 

например [14, с. 262-278]),  и оно имеет вид 

𝑇𝑛1,...,𝑛𝑁(𝑡) = ∑ 𝜑𝑠;
0
𝑛1,...,𝑛𝑁

⋅

−[−𝛼]−𝑗−1

𝑠=0

𝑡𝑠

⋅ 𝐸1
𝛼
(−𝜆𝑛1,...,𝑛𝑁 ⋅ 𝑡

𝛼; 𝑠 + 1) + 

+∑𝜑̃𝑖
0
;𝑛1,...,𝑛𝑁

⋅

𝑗−1

𝑖=0

𝑡𝛼−𝑖−1

⋅ 𝐸1
𝛼
(−𝜆𝑛1,...,𝑛𝑁 ⋅ 𝑡

𝛼; 𝛼 − 𝑖) + 

+∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1
𝑡

0
· 𝐸1

𝛼

[−𝜆𝑛1,...,𝑛𝑁(𝑡 −

𝜏)𝛼; 𝛼]𝑓𝑛1,...,𝑛𝑁(𝜏)𝑑𝜏,                (22) 

 

где  ( )
( )1

0

;

k

k

x
E x

k



 



−
=

=
 +

  функция              

Миттаг–Лефлера 

1 1

42 2

..., ...,

1 1

, ,
,

N p p

p

N

N N
m

n n n n p n p n

p p

a a b  
= =

− = − == −            (23) 

 

( )
( )
( )

1

1

...,

1 ., ..,

0

,

; 1 ,
1

N

N

q

n n

n n

q

t
E t

q s
s














=

−
−  =

 + +
+                 (24) 

 

( )
( )
( )

1

1

...,

1 .., .,

,

0

,;
N

N

q

n n

n n

q

E i
t

t
q i










 




=

−
−  =

+ −
−


              (25) 
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( )
( )

1

1

...,

1 ...,

,

0

,
;

)
(

(
)

N

N

q

n n

n n

q

t
E t

q







 
  

 



=

− −
 − − =
   +

 .     (26) 

 

Поскольку функции (15) построены в явном виде 

(22), то на основании полноты системы собственных 

функций (16) в 
2
( )L   нетрудно доказать 

единственность решения задачи (1)–(3).  

Пусть ( , ) 0f y t   и 0
( ) 0, 0,..., 1

i
x i j  = − ;

0
( ) 0, 0,..., 1

s
x s n j  = − − . Тогда из формулы (15) и 

(22) следует, что 

1 . ., . ,
( , ) 0( )

Nn n
u y t v y dy



=                  (27) 

при всех 𝑛1, . . . , 𝑛𝑁 ∈ ℤ+ и любом [0, ]t T . Отсюда в 

силу полноты системы собственных функций (16) в 

2
( )L   вытекает, что ( , ) 0u y t =  почти всюду в области 

  при любом [0, ]t T . Как известно, по теореме 

вложения Соболева, если функция ( , )u y t  непрерывна 

на Q , то ( , ) 0u y t   в Q . Это доказывает 

единственность решения задачи (1)–(3). 

При каждом 0t   функция ( )
1 2, ,..., ;

2( , )
Ns s s

u y t W Q



  

по переменной y  является функцией из класса 

( )
1 2, ,...,

2( , )
Ns s s

u y t W  . Поэтому, рассматривая 0t   как 

параметр, решение задачи (1)–(3) будем искать из 

класса ( )
1 2, ,..., ;

2

Ns s s

W Q



 в виде суммы ряда по системе 

собственных функций (16) спектральной задачи (4)–(5): 

 
1 1

1

..., ...,

0 0

, ,
( , ) ( )· ,( )

N N

N

n n n n

n n

u y t T t v y
 

= =

=                     (28) 

где 𝑣̃𝑛1,...,𝑛𝑁(𝑦) = ∏ 𝑋̃𝑛𝑝(𝑦𝑝)
𝑁
𝑝=1 , 𝑇𝑛1,...,𝑛𝑁(𝑡) 

определяется по формуле (15). После подстановки (22) 

в (28) мы получим единственное решение задачи (1)–(3) 

в виде ряда 

𝑢(𝑦, 𝑡) = ∑ ⋯

∞

𝑛1=0

∑ [ ∑ 𝜑𝑠;
0
𝑛1,...,𝑛𝑁

⋅

−[−𝛼]−𝑗−1

𝑠=0

𝑡𝑠
∞

𝑛𝑁=0

⋅ 𝐸1
𝛼
(−𝜆𝑛1,...,𝑛𝑁 ⋅ 𝑡

𝛼; 𝑠 + 1) + 

+∑𝜑̃𝑖
0
;𝑛1,...,𝑛𝑁

⋅

𝑗−1

𝑖=0

𝑡𝛼−𝑖−1

⋅ 𝐸1
𝛼
(−𝜆𝑛1,...,𝑛𝑁 ⋅ 𝑡

𝛼; 𝛼 − 𝑖) + 

+∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1
𝑡

0
· 𝐸1

𝛼

[−𝜆𝑛1,...,𝑛𝑁(𝑡 −

𝜏)𝛼; 𝛼]𝑓𝑛1,...,𝑛𝑁(𝜏)𝑑𝜏] ⋅ 𝑣̃𝑛1,...,𝑛𝑁(𝑦1, . . . , 𝑦𝑁). (29) 

Поскольку система собственных функций (16) 

спектральной задачи (4), (5) образует базис Рисса в 

пространстве Соболева ( )
1 2, ,..., Ns s s

H  , то любая 

функция из этого класса разлагается единственным 

образом в ряд Фурье, сходящийся по норме 

пространства ( )1 2, ,..., Ns s s
H  . Поэтому ряд (29) сходится 

в ( )1 2, ,..., Ns s s
H   при любом [0, ]t T . Выясним условия 

существования решения из класса ( )
1 2, ,. .,

2

;.

.
Ns s s

W Q



 

Согласно вышеупомянутой теореме, система 

собственных функций (16) спектральной задачи (4), (5) 

образует базис Рисса в пространствах Соболева 

( )
1 2, ,..., Ns s s

H    и  ( )
1 2, ,...,

2 .
Ns s s

W Q  

Поэтому по теореме вложения Соболева 

справедливо неравенство 

( ) ( ), ,...,4 ,4 ,...,4 1 2

2 2

8
( , ) ( , ) s s sm m m NC H

u y t c u y t
 
   

≤ 𝑐9 ∑ ⋯

∞

𝑛1=0

∑ | ∑ 𝜑𝑠;
0
𝑛1,...,𝑛𝑁

⋅

−[−𝛼]−𝑗−1

𝑠=0

𝑡𝑠
∞

𝑛𝑁=0

⋅ 𝐸1
𝛼
(−𝜆𝑛1,...,𝑛𝑁 ⋅ 𝑡

𝛼; 𝑠 + 1) + 

+∑𝜑̃𝑖
0
;𝑛1,...,𝑛𝑁

⋅

𝑗−1

𝑖=0

𝑡𝛼−𝑖−1 ⋅ 𝐸1
𝛼
(−𝜆𝑛1,...,𝑛𝑁 ⋅ 𝑡

𝛼; 𝛼 − 𝑖) + 

+∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1
𝑡

0
· 𝐸1

𝛼

[−𝜆𝑛1,...,𝑛𝑁(𝑡 −

𝜏)𝛼; 𝛼]𝑓𝑛1,...,𝑛𝑁(𝜏)𝑑𝜏|
2

⋅ ∏ (1 + 𝑏𝑛𝑝
2𝑠𝑝)𝑁

𝑝=1 . 

Отсюда можно утверждать, что достоточным 

условием существования регулярного  решения задачи 

(1)–(3) из класса ( )
1 2, ,.. ,

2

;. Ns s s

W Q



 с показателем 

1 1 2 2
4 , 4 , ..., 4 ,

2 2 2
N N

N N N
s m s m s m+  +  +  

[ ]
2

N
  − − +     является условие вида: 

∑ ⋯

∞

𝑛1=0

∑ | ∑ 𝜑𝑠;
0
𝑛1,...,𝑛𝑁

⋅

−[−𝛼]−𝑗−1

𝑠=0

𝑡𝑠
∞

𝑛𝑁=0

⋅ 𝐸1
𝛼
(−𝜆𝑛1,...,𝑛𝑁 ⋅ 𝑡

𝛼; 𝑠 + 1) + 

+∑𝜑̃𝑖
0
;𝑛1,...,𝑛𝑁

⋅

𝑗−1

𝑖=0

𝑡𝛼−𝑖−1

⋅ 𝐸1
𝛼
(−𝜆𝑛1,...,𝑛𝑁 ⋅ 𝑡

𝛼; 𝛼 − 𝑖) + 

+∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1
𝑡

0
· 𝐸1

𝛼

[−𝜆𝑛1,...,𝑛𝑁(𝑡 −

𝜏)𝛼; 𝛼]𝑓𝑛1,...,𝑛𝑁(𝜏)𝑑𝜏|
2

⋅ ∏ (1 + 𝑏𝑛𝑝
2𝑠𝑝)𝑁

𝑝=1 < ∞. 

(30) 

Если 0 2  , то с учетом неравенства 
1 ,...,

0
Nm m

  , 

где  
11 ,..., ,

42

...,

1
N

p

pN

N
m

n n p n

p

n n
a b 

=

= −= −   и с учетом оценки 

функции Миттаг-Леффлера 

( )
1

1

.,

,

1 ..,

...,

;
1

N

N

m m

m m

C
E t

t









−  
+

,             

( )
1

1

1 ...,

...,

,

,

;
1

N

N

m m

m m

C
E it

t









−  
+

− , 
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( )
1

1

1 ...,

...,

,

,

(
(

)
1 )

;
N

N

m m

m m

C
E t

t






 
 

−  − 
+ −

 

можно упростить достаточные условия (30) существо-

вания регулярного решения задачи (1)–(3) из класса 

𝑊
∘

2
𝑠1,𝑠2,...,𝑠𝑁;𝜃(𝑄) с показателем 

4 , 1,
2

pp

N
s m p N+ = ,   [ ]

2

N
  − − + . 

Если 0 2, 0 t T     и для любого  1,j = − −  

справедливы условия    

∑ ⋯∞
𝑛1=0

∑ |𝜑𝑗;𝑛1,...,𝑛𝑁|
2∞

𝑛𝑁=0
⋅ ∏ (1 +𝑁

𝑝=1

𝑏𝑛𝑝
2𝑠𝑝) < 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡‖𝜑𝑗(𝑥)‖𝑊2

𝑠1,...,𝑠𝑁(∏)
< ∞, 

∑ ⋯

∞

𝑛1=0

∑ |∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1
𝑡

0

𝑓𝑛1,...,𝑛𝑁(𝜏)𝑑𝜏|

2∞

𝑛𝑁=0

⋅ 

⋅ ∏ (1 + 𝑏𝑛𝑝
2𝑠𝑝)𝑁

𝑝=1 <

𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡‖𝑓(𝑥)‖
𝑊2
𝑠1,...,𝑠𝑁(∏)

< ∞, 

то условие (30) будет выполнено. 
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РЕЗЮМЕ. Ишда Соболев синфларида қўйилган масаланинг ечими мавжудлиги ва ягоналиги ҳақидаги 

теоремани исботлади. Кўриб чиқилаётган масаланинг ечимини кўп ўлчовли спектрли масаланинг хос функциялари 

системаси устидаги қаторлар йиғиндиси сифатида қурилди.  

РЕЗЮМЕ. В работе доказана теорема существования и единственности решения поставленной задачи в     

классах Соболева. Решение рассматриваемой задачи построено в виде суммы ряда по системе собственных    

функций многомерной спектральной задачи.  

SUMMARY. The paper proves the theorem of the existence and uniqueness of the solution of the problem in Sobolev 

classes. The solution of the problem under consideration is constructed as the sum of a series according to the system of 

eigenfunctions of a multidimensional spectral problem. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


