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I. Введение. В данном работе получена интеграль-

ная формула в матричном поликруге, позволяющая 
восстановить значение функции из класса Харди в   
любой внутренней точке матричного поликруга по ее 
значениям на части остова. 

Вопрос о нахождении формул Карлемана давно 
привлекает многих специалистов по комплексному 
анализу и математической физике. Эти формулы позво-
ляют решать некорректные задачи математической  
физики и анализа. Например, восстанавливать значения 
голоморфных или гармонических функций в области по 
их значениям на множествах единственности. Первый 
результат в этом направлении был получен 
Т.Карлеманом в 1926 г. в (см. [1]), поэтому все       
формулы такого типа принято называть формулами 
Карлемана. Эти исследования были продолжены 
Г.М.Голузиным и  В.И.Крыловым, давшими общий 
способ получения формул Карлемана в одномерном 
комплексном анализе. Их метод не работал в много-
мерном случае. В 1956 М.М.Лаврентьев предложил 
свой метод, основанный на аппроксимации ядер инте-
гральных представлений.  

Дальнейшее развитие этой теории в многомерном 
комплексном анализе можно найти в книге 
Л.А.Айзенберга (см. [1]) построившего формулу     
Карлемана на основе интегрального представления  
Бохнера-Мартинелли в выпуклых (или линейно выпук-
лых) ограниченных областях. 

Известно, что формулы в духе Карлемана решают 

задачу восстановления голоморфной функции в        

области ,D  достаточно хорошо себя ведущей при под-

ходе к границе ,D  по ее значениям на некотором 

множестве единственности ,M D   не содержащей 

границу Шилова. 

Определим класс ( )
p

H D ( 0)p   как класс всех 

функций ,f  голоморфных в ,D  для которых  

0 1
( )

sup ( ) ,
p

r
S D

f rU d
 

 +  

здесь 
11 12

( , , ..., ),
mm

rU ru ru ru=  а d  – нормированная 

мера Лебега на многообразии ( ),S D  инвариантная  

относительно поворотов. 

Пусть  
3

 −  классическая область третьего типа по 

классификации Э. Картана, определяется как          

множество (см. [5]) 

 3
[ ] : 0 ,Z m m I Z Z =   + Ј  

где  Z − кососимметрические  матрицы порядка ,m      

( I −  единичная [ ]m m  - матрица).  

На границе лежит множество 

 3
[ ] : 0 ,S Z m m I Z Z=   + =Ј  

которое называется  остовом   3
  (заметим,  что 3

S  

является границей Шилова для 3
 ). 

Пусть множество 
3

M S  имеет положительную 

меру: 
1
( ) 0,M   1

  - мера Хаара на 3
.S  

Обозначим 

 0,
: , , 1 , ( ),

u
M M u u SU m    =  = =       (1) 

 0 1 0,
: ( ), 0 ,

u
M u u SU m m M =     

где ( )SU m − группа специальных унитарных матриц 

,u  т.е. det( ) 1,u =  
1

m − нормированная мера Лебега на 

единичной окружности .U  По теореме Фубини 

( )0 0
0,M    

0
 − нормированная мера Лебега на 

( ) .SU m   

Лемма 1 (см. [3]). Мера Хаара d   многообразия 

3
S  может быт записана в виде  

0
( ) ( ),d h u d d u  =  

где 
0

d  −  нормированная мера Лебега на ( ) ,SU m  а 

h −  гладкая положительная функция на ( ) ,SU m  

Далее, пусть 

0 0
ex ,p =  где 

0 ,

0

1
( ) .

2
uM

d

i

  
 

   

+
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Лемма 2(см. [1], [3]).  Пусть 1

3
( ),f H   тогда 

справедлива формула 

0
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 (2) 

II. Основная часть  

Пусть    ( )  1 2
, , ...,

n n
Z Z Z Z m m=   −Ј   вектор,   состав 

ленный из квадратных матриц порядка m , рассматри-

ваемых над полем комплексных чисел .Ј  

Матричный единичный поликруг n
T  в пространстве 

( 1)

2

n m−

Ј  определяется как прямое произведение 3
:  

𝑇𝑛 = ℜ3
𝑛 = ℜ3 ×. . .×ℜ3⏟        

𝑛раз

= 

= {𝑍 = (𝑍1, . . . , 𝑍𝑛): 𝑍𝑗 ∈ ℜ3,  (𝑍
𝑗)′ = −𝑍𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛}. 

Остовом матричного единичного поликруга являет-

ся множество  

Г𝑛 = 𝑆3 ×. . .× 𝑆3⏟      
𝑛раз

. 

Рассмотрим автоморфизм матричного единичного 

поликруга ,
n

T  переставляющий точки 
n

A T  и 0.  Та-

кой автоморфизм имеет вид (см. [5], ст. 86]) 

( )1 1
( ) ( ), ..., ( ) ,

n n

A A A
Z Z Z =     

где 
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( )
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 = − +  1, 2,..., ,j n=  

[ ]
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Q m m−   матрицы, удовлетворяющие условиям 

( ) ( ) .
j j j j
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В частности, при 0A =  получим 
1 1

0 0 0
( ) ( ( ),..., ( ))

n n
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Пусть ( )1
, ...,

n

n
E E E Г=   и 0.E   Проекцию 

остова n
Г  на пространстве  1n

m m
−

Ј  обозначим че-

рез 1
.

n
Г

−  Точки 
1n

Г
−

 обозначим через ( )2
, ..., .`

n
  =  

Определим множества 
1 1

0 0

0,

0 2

: , ( ) , ( )
,

( ), 2, ,

j j

j j

Z Z E Z Z
E

j n S

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=  

=  =   

 

𝐸̃0 = {𝑍 ∈ 𝐸: 𝜇1𝐸0,𝜉 > 0}. 

Множества 
0.

E


 и 𝐸̃0 являются подмножествами с 

положительной мерой множества E  и их декартово 

произведение совпадает с ,E  т.е. 𝐸 = 𝐸0,𝜉 × 𝐸̃0. 

Введем вспомогательную функцию 0 0
ex ,p =  

где 

1
1

0 ,

0

1
( ) .

2
E

d

i


  
 

   

+
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Множество 1

1

0,
E


 - определяется так же, как в (1), и 

его декартово произведение с множеством 𝐸̃0,𝜉  образует 

множество 
0,

,E


 т.е. 𝐸0,𝜉1
1 × 𝐸̃0,𝜉 = 𝐸0,𝜉 . 

Лемма 3. Пусть 1
( ),

n
f H T  ,

n
E Г ( ) 0.E   

Тогда справедлива следующая формула 

 

𝑓(0) =
𝑚

∫ 𝑑𝜇𝑛−1𝐸̃𝑜
∫ 𝑑𝜇0𝐸̃0,𝜉

𝑙𝑖𝑚
𝑙→∞

∫ 𝑓(𝑍) [
𝜑0(𝜉)

𝜑0(0)
]
𝑙

𝑑𝜇
𝐸

. (3) 

 

Доказательство. Пусть множество ,
n

E Г  

( ) 0.E   Рассмотрим проекцию E  на 3
,S  эту проек-

цию обозначим через 
0,

.E


 Для множества 
0,

,E


 по 

лемме 2 верна формула 

𝑓(0) =
𝑚

∫ 𝑑𝜇0𝐸̃0,𝜉

𝑙𝑖𝑚
𝑙→∞

∫ 𝑓(𝜉) [
𝜑0(𝜉)

𝜑0(0)
]
𝑙

𝑑𝜇1𝐸0,𝜉
.  

Интегрируем обе части этого равенства по𝐸̃0:  

∫ 𝑓(0)𝑑𝜇𝑛−1𝐸̃0
= ∫ (

𝑚

∫ 𝑑𝜇0𝐸̃0,𝜉

𝑙𝑖𝑚
𝑙→∞𝐸̃0

∫ 𝑓(𝜉) [
𝜑0(𝜉)

𝜑0(0)
]
𝑙

𝑑𝜇1𝐸0,𝜉
)𝑑𝜇𝑛−1.  

Так как  
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 
+  + 

 

 

 

 

 

подинтегральное выражение ограничено. Отсюда и по 

теореме Лебега (см. [4]) имеем следующее  

𝑓(0) =
𝑚

∫ 𝑑𝜇𝑛−1𝐸̃0
∫ 𝑑𝜇0𝐸̃0,𝜉

𝑙𝑖𝑚
𝑙→∞

∫ (
𝐸̃0

∫ 𝑓(𝜉) [
𝜑0(𝜉)

𝜑0(0)
]
𝑙
𝑑𝜇1𝐸0,𝜉

)𝑑𝜇𝑛−1.  

По определению, множество 𝐸 = 𝐸0,𝜉 × 𝐸̃0, отсюда 

по теореме Фубини (см. [4]) из последнего равенства 

получим  

𝑓(0) =
𝑚

∫ 𝑑𝜇𝑛−1𝐸̃𝑜
∫ 𝑑𝜇0𝐸̃0,𝜉

𝑙𝑖𝑚
𝑙→∞

∫ 𝑓(𝑍) [
𝜑0(𝜉)

𝜑0(0)
]

𝑙

𝑑𝜇
𝐸

. 

Мы здесь, как в работе [3], воспользовались тем, что 

0
( )Z −  "гасящая" функция, и для функции f  в 3

  

верна формула Коши-Сеге. Поэтому предельный      

переход под знаком интеграла здесь возможен в силу 

теоремы Лебега. Лемма 2 доказана. 

Формула (3) восстанавливает значение функции f  

в точке 0  по ее значениям на .E  Теперь с помощью 

этой формулы мы докажем формулу, восстанавливаю-

щую значение f  в произвольной точке области .
n

T  

Обозначим 
2

1
( ,..., )

n

n
Г  

−
= 

`
 и рассмотрим 

множество 
1 1

,

2

: , ( ) , ( )
.

( ), 2, ,

j j

A A

A j j

A

Z Z E Z
E

j n S


 

  

   =  = 
=  
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Это множество измеримо относительно меры 1
  

для почти всех A  и .
`

 Множество

 1 1 ,
: , 0

n A
Г E


  

−
 

` `  обозначим через   𝐸̃𝐴.       

Очевидно, что 𝐸𝐴,𝜉 × 𝐸̃𝐴 = 𝐸. Из теоремы Фубини     

(см. [4]) следует, что ( 1)( 1)

2

m n 
 


−



−
−  мерная мера     

Лебега этого множества положительна. 

Аналогично предыдущему, введем вспомогатель-

ную функцию  

exp
A A

 = , 

1
1 1

,

1
( ) ,

2
A W

A

E

d

i

  
 

   

+
=

−
  

здесь 

( ) ( )( ) 1 1

1 1
1 1 1 1

,
, ( ) , 1 ,

A AA W
E E w   

− −

=  =   =  

1
( ( )).

A
W SU m   

Теорема 1. Пусть 1
( ),

n
f H T  ,

n
E Г ( ) 0.E   

Тогда для четного m  и для любой точки 
n

A T  верна 

формула Карлемана 

𝑓(𝐴) =
𝑚

𝜇(𝑚−1)(𝑛−1)
2

(Φ𝐴
−1(𝐸̃𝐴))𝜇(Φ𝐴

−1(𝐸̃𝐴,𝜉))
× 

( )
1

( )
lim ( ) , ( ),

( )

l
n

j jA

l
jAE

Z
f Z H A Z d Z

A




→
=

 
 
 

 
     

(4) 

где  

1

( ) 2

1
( , )

det( )

j j

m

m j j

H A Z

I A Z

−
=

+
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есть ядро Коши-Сеге для классического область    

третьего типа. 

Доказательство. Для 0A =  утверждение теоремы 

доказано в лемме 3. Положим 1
( ) ( ( )),

A A
f f 

−
=   тогда 

(0) ( ).
A

f f A=  Известно, что 1
( )

A n
f H T  (см.[2]).  

Применим к A
f  лемму 3, а затем сделаем обратное 

преобразование. Тогда получим 

 

𝑓(𝐴) =
𝑚

∫ 𝑑𝜇(𝑚−1)(𝑛−1)
2

(Φ𝐴
−1(𝐸̃𝐴))𝐸̃𝐴

∫ 𝑑𝜇(Φ𝐴
−1(𝐸̃𝐴,𝜉))𝐸̃𝐴,𝜉

𝑙𝑖𝑚
𝑙→∞

∫ 𝑓(𝜉) [
𝜑𝐴(𝜉)

𝜑𝐴(𝐴)
]
𝑙
𝑑𝜇(Φ𝐴(𝜉))𝐸

.  (5) 

 

Так как 

 

( )( ) det ( , ) ( ),
A

d J A d     =  

где ( , )J A  −  матрица Якоби преобразования ( ),
A

Z  

и (см. [5]) 

1

1

( , ) ( , )

det ( , ) ,

( , )

n
j j j j

j

n
j j

j

H A H A

J A

H A A

 


=

=

=





 

 

то, применяя формулу (5) к функции 

1 1

1

( ) ( , ) ( ),
n

j j

n

j

f H A H T 
−

=

  получаем формулу (4).  

 

Действительно,  

𝑓(𝐴)∏𝐻−1(𝐴𝑗, 𝐴̄𝑗)

𝑛

𝑗=1

= 

=
𝑚

∫ 𝑑𝜇(𝑚−1)(𝑛−1)
2

(Φ𝐴
−1(𝐸̃𝐴))𝐸̃𝐴

∫ 𝑑𝜇(Φ𝐴
−1(𝐸̃𝐴,𝜉))𝐸̃𝐴,𝜉

×  

× 𝑙𝑖𝑚
𝑙→∞

∫ 𝑓(𝜉)∏ 𝐻−1(𝜉𝑗, 𝐴̄𝑗)𝑛
𝑗=1 [

𝜑𝐴(𝜉)

𝜑𝐴(𝐴)
]
𝑙 ∏ 𝐻(𝐴𝑗,𝜉̄𝑗)𝐻(𝜉𝑗,𝐴̄𝑗)𝑛

𝑗=1

∏ 𝐻(𝐴𝑗,𝐴̄𝑗)𝑛
𝑗=1

𝑑𝜇(𝜉)
𝐸

и отсюда мы получим 

𝑓(𝐴) =
𝑚

𝜇(𝑚−1)(𝑛−1)
2

(Φ𝐴
−1(𝐸̃𝐴))𝜇 (Φ𝐴

−1(𝐸̃𝐴,𝜉))
 

𝑙𝑖𝑚
𝑙→∞

∫ 𝑓(𝑍) [
𝜑𝐴(𝑍)

𝜑𝐴(𝐴)
]

𝑙

∏𝐻(𝐴𝑗, 𝑍̄𝑗)𝑑𝜇(𝑍)

𝑛

𝑗=1𝐸

. 

Теорема доказана. 

 

Теорема 2. Пусть 1
( ),

n
f H T  ,

n
E Г ( ) 0.E   

Тогда для нечетного m  и для каждой  точки 
n

A T  

справедлива формула Карлемана 

𝑓(𝐴1) =
𝑚

𝜇(𝑚+1)(𝑛−1)
2

(Φ𝐴
−1(𝐸̃𝐴))𝜇(Φ𝐴

−1(𝐸̃𝐴,𝜉))
× 

( )1

1

1

0 0

0
lim ( ) , ( ),

( )

l

A n
j j

l
jAE

Z
f Z H A Z d Z

A




→

=

  
  

  
 
 







 

где 

1

0 0

0
A

A

 
= − 
 

матрица порядка ( )1 ,m +  

𝐸̃ = {(
0 𝑃
−𝑃′ 𝑍1

) ,  𝑍1 ∈ 𝐸,  𝑃 ∈ 𝐹}, 

F  состоит из m − векторов, удовлетворяющиху-

чловиям 
* * *

1 1
1, 1, .PP PZ P P ZZ I= = + =  

Доказательство проводится так же, как доказател-

ство предыдущей теоремы 1. 
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РЕЗЮМЕ. Карлеман формуласи соҳасида голоморф ёки гармоник функцияларнинг қийматларини уларнинг 
ягоналик топламларидаги қийматлари орқали тиклаш имконини беради. Ушбу мақолада кососимметрик 
матрицалар учун бирлик полидоирада Карлеман формуласи исботланган. 

РЕЗЮМЕ. Формула Карлемана позволяет восстанавливать значения голоморфных или гармонических 
функций в области по их значениям в множествах особенностей. В данной работе доказывается формула 
Карлемана об единичном поликруге для кососимметричных матриц. 

SUMMARY. Carleman's formula allows one to reconstruct the values of holomorphic or harmonic functions in a 
domain from their values in sets of singularities. In this paper, we prove Carleman's formula on the unit polydisk for skew-
symmetric matrices. 
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