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Гиперболалық функциялар теориясында гипербола 

үлкен рол ойнайды. Ол тригонометриялық функцияның 

теориясындағы шеңбердиң ролин атқарады. Бир 

тармақлы тең тәрепли MAN  (1-сүўрет) гиперболаны 

қараймыз. Оның асимптоталары OP  ҳәм OQ  лар ги-

перболаның орай болған O  ноқатында перпендикуляр 

болып кесилиседи. 
Асимптоталардың мүйешиниң OC  биссектрисасы 

гиперболаның бас диаметри, ал A  ноқат оның иймек 
сызық пенен кесилискен ноқаты болып, ол гипербола-
ның төбеси болып есапланады (1-сүўрет). 

 
OA  кесиндисин a  деп белгилеймиз, яғный 

a OA= . Бул кесинди гиперболаның орайы менен оның 

төбесин тутастырады. Усы кесиндини гиперболаның 

ярым көшери деп атаймыз.  

Гиперболаның қәлеген B  ноқатынан гиперболаның 

орайы O  ноқатына шекемги аралық яғный OB  кесин-

диси усы B  ноқатындағы радиус векторы болып табы-

лады.  

Бир тәрепинен B  ноқатының радиус векторы, бир 

тәрепинен ярым көшер менен шегараланған ал қалған 

бөлегинде гипербола менен шегараланған тегислик 

бөлеги (сүўретте штирхлап көрсетилген) усы B  

ноқатына сәйкес келиўши гиперболалық сектор дели-

неди.  

Егер B  ноқат гипербола бойынша қозғалса, гипер-

болалық сектор өседи. Бул ўақытларда ярым көшер ҳәм 

радиус векторлар арасындағы мүйештиң шамасы 

үлкейип барыўы керек. Ҳақыйқатында да, егер B  

ноқатын шексиз A  ноқатынан қашықластырсақ, онда 

гиперболалық сектор тегислик бөлегиниң ҳәммесин 

яғный гипербола ҳәм оның асимптотасы аралығын өз 

ишине қамтыўға умтылады.  
B  ноқатының пайда еткен гиперболалық секторы-

ның майданын еки еселеп гиперболаның ярым көшери-
ниң квадратына қатнасын алсақ  

 =
2
2

S

a
 

буны B  ноқаттың гиперболалық аргументи деймиз. 

Гиперболаның теориясында гиперболалық аргумент 
тригонометриялық функцияның теориясында орайлық 
мүйеш ролин атқарады, радианлық өлшеми ақырғы 
болыўы мүмкин және дөңгелек сектордың еки еселен-
ген майданының оның радиусына қатнасы көринисинде 
анықланады.   

Шеңбердеги тригонометриялық функция сыяқлы 
гиперболалық функция да аналоглы анықланады. 

Гиперболалық аргумент   дың мәнисине сәйкес ке-
лиўши гиперболадағы B  ноқатын қараймыз, бул ноқат-
тан гиперболаның бас диаметрине BC  перпендикуля-
рын түсиремиз. Гиперболаның төбесинен бас диаметрге 
AD  перпендикулярын жүргиземиз, буны B  ноқаттың 

радиус-векторы менен кесилисиўиндеги D  ноқатына 
шекем даўам еттиремиз (1-сүўрет). 

1. Тең тәрепли гиперболадан алынған B  ноқаттан 
оның бас диаметрине түсирилген BC  перпендикуляр 
гиперболалық синус сызығы делинеди, бул сызықтың 
узынлығының ярым көшердиң узынлығына қатнасын 
B  ноқатының жағдайына сәйкес келиўши гипербо-
лалық аргументтиң синусы деп атайды. Демек, бизде  

BC

OA

BC

a
sh= =  .  

2. Гиперболаның орайынан синус сызығы CB  ға 
жүргизилген OC  перпендикуляр гиперболалық 
косинус сызығы делинеди, ал бул сызықтың 
узынлығының гиперболаның ярым көшериниң 
узынлығына қатнасын B  ноқатының жағдайына сәйкес 
келиўши гиперболалық аргументтиң гиперболалық 
косинусы деп атайды. 

OC

OA

OC

a
ch= =  .  

3. Гиперболаның төбеси A  ноқатынан 

гиперболаның B  ноқатының радиус векторы менен 

кесилисиўине шекем даўам еттириў арқалы оның бас 

диаметрине AD  перпендикуляр кесиндисин 

жүргиземиз. Бул сызық гиперболалық тангенс сызығы 

делинеди, ал бул сызықтың узынлығының ярым 

көшерге қатнасын B  ноқатына сәйкес келиўши 

аргумент   дың гиперболалық тангенси деп атаймыз. 

Демек, AD  кесинди, гиперболаның төбеси A  

ноқатының оның бас диаметрине перпендикуляр, B  

ноқатының радиус векторы менен кесилисиўине шекем 

даўам еттиремиз, бул сызық гиперболалық тангенс 

сызығы делинеди, ал бул сызықтың узынлығының 

ярым көшерге қатнасын B  ноқатына сәйкес келиўши 

аргумент   дың гиперболалық тангенси деп атаймыз. 

Демек, 
AD

OA

AD

a
th= =  .  

Гиперболалық аргументтиң мәниси ҳәм оған сәйкес 
келиўши гиперболалық функция ярым көшердиң 
өлшемине ғәрезли болмайды, сонлықтан да оны 
анықлаўшы барлық шамада өзгермей қалатуғынлығын 
көремиз.    

Жоқарыда көрсетилген нәтийжени есапқа алып, 

xy = 1  гиперболаны қараймыз (2-сүўрет). Бунда OC  

гиперболаның бас диаметри. Гиперболаның төбесиниң 

оң тармағынан B  ноқатын аламыз. Оның радиус век-
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торы OB  ны жүргиземиз. B  ноқатынан бас диаметрге 

BC  перпендикулярын жүргиземиз.  

 
2-сүўретте көрсетилген гиперболаның A  төбесиниң 

координаталары ( )1 1,  ноқатында екенлигин есапқа ал-

сақ онда гиперболаның ярым көшери OA a= = 2  ге 

тең болады, B  ноқаттың гиперболалық аргументи  

 =


=
2

2

mayd OBA

a
mayd OBA

.( )
.( ) , 

ал оның функциясы  

sh
BC

 =
2

 

ch
OC

 =
2

 

Егер радиус-вектор OB =   ҳәм оның OX     көшери 

менен жасаған мүйеши   болса, онда B  ноқатының 

координаталары  
x =  cos  

y =  sin  

OBC  туўры мүйешли үшмүйешликте 

 = −COB 45


  болады.  

( )

( ) ( )

sin 45 sin 45 cos cos 45 sin

2 2
cos sin

2 2

BC

x y

    

   

= − =  − =

= − = −

 

( ) ( )OC x y= − = + cos 45
2

2

  

ямаса  

sh
x y

 =
−

2
 

ch
x y

 =
+

2
 

Енди OABB
0

 фигура (2-сүўрет), яғный ярым 

көшер OA , B  ноқатының ординаты, Ox  көшери ҳәм 

басқа тәрепинен гиперболаның AB  иймеклиги менен 

шегараланған фигураның майданын қараймыз. Буны 

еки бөлекке бөлип қараўымыз мүмкин: гиперболаның 

төбеси A  ноқатының ординаты A A
0

 жәрдеминде ҳәм 

O  ноқатының радиус векторы OB  жәрдеминде.     

Демек,  

0 0 0 0

0

.( ) .( ) .( )

.( ) .( )

mayd OABB mayd OAA mayd A ABB

mayd OB B mayd OBA

= + =

= +
 

Бирақ  

mayd OA A OA A A.( )
0 0 0

1

2

1

2
=  =  

mayd OB B x y.( )
0

1

2

1

2
=  =  

сонда  

0 0
.( ) .( )mayd OBA mayd A B BA = =  

Демек, гиперболалық аргумент бул жағдайда        
гиперболалық трапецияның майданына тең бола-
туғынлығы көринип тур. Демек, биз B  точасының  
координаталарын  

x e=


, y
x

e= =
−

1
  

көринисте алсақ төмендеги нәтийжеге келемиз.  
Гиперболалық функция натурал көрсеткишли функ-

циялар жәрдеминде өзлериниң аргументлери менен 
төмендегише қатнаста болады.  

sh
e e



 

=
−

−

2
    (1) 

ch
e e



 

=
+

−

2
   (2) 

Келип шыққан аңлатпа гиперболалық функцияның 
ҳәр қыйлы қәсийетлерин атап өтиўге мүмкиншилик 
береди. Усы формула аргументтиң терис мәнисиндеги 
функцияның мәнисин анықлаўға мүмкиншилик береди. 
Буның ушын геометриялық көз-қарастан бас диаметр-
диң төменинде жайласқан ноқатларға сәйкес келиўши 
аргументти терис деп қабыллап алып кесиндилер ушын 
белгилердиң қағыйдалары қолланылады. Соңынан 
төмендеги теңликке ийе боламыз: 

( )

( )

sh sh

ch ch

− = −

− =





 

 
             (3) 

Буннан гиперболалық синустың - тақ, ал гипербо-
лалық косинустың - жуп функция болатуғынлығын 
көремиз. 

Бул еки функцияның графиги 3-сүўретте          
көрсетилген.  

 
Төмендеги таблицада бул функциялардың тийкарғы 

мәнислери көрсетилген. 
  0  +   −  

sh  0  +   −  

ch  − 1  +   +   

 (1), (2) теңликлерди квадратқа көтерип бириншисин 
екиншисинен айырсақ, биз әпиўайы тийкарғы қатнас, 
яғный гиперболалық функциялардың бирдей аргумент-
ке ийе болғандағы байланысына ийе боламыз 

ch sh
2 2

1 − =    (4) 
бул тригонометрияның төмендеги қатнасы менен ана-
логлы: 

cos sin .
2 2

1 + =  

Биз th  функциясына айланып келемиз. 1-сүўретте 

көрсетилген OAD  ҳәм OCB  үшмүйешликлердиң 

уқсаслығынан төмендегиге ийе боламыз 
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AD

OA

CB

OC

CB

a

OC

a
= = :  

буннан  

th
sh

ch





=    (5) 

ямаса  

th
e e

e e


 

 =
−

+

−

−
  (6) 

Гиперболалық котангенс функцияны қолайлы 
киритиў ушын оның шәртлерин анықлайық.  

cth
th




=
1

    (7) 

бул еки функция да тақ,  

( )th th− = −  ;  ( )cth cth− = −   (8) 

бул функциялардың графиги 4-сүўретте көрсетилген.  
 

 
 
Төмендеги таблицада олардың тийкарғы мәнислери 

көрсетилген.  
  0  +   −  

th  0  1  − 1  

cth    1  − 1  

 
(4) ҳәм (5) ти салыстырамыз, биз және бирдейликке 

ийе боламыз 

1
1

2

2
− =th

ch



                 (9) 

Тексерилип атырған функциялардың қосындысы 
ҳәм айырмасын қарастырып көремиз. (1) ҳәм (2) теңле-
мелерден 

e ch sh

e ch sh





 

 

= +

= −






−

   (10) 

бул жерден еки ҳәр қыйлы мәнисли 
1
 ҳәм 

2
 аргу-

ментлер ушын төмендегиге ийе боламыз: 

( ) ( )1 2 1 2

1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2
,

e e e ch sh ch sh

ch ch sh sh sh ch ch sh

   
   

       

 
= = +  =

=  + 
 

 
усыған аналоглы 
 

( ) ( )e ch ch sh sh sh ch ch sh
− 

=  − 
 

       1 2

1 2 1 2 1 2 1 2
,

сонлықтан  

( )
( )

sh
e e

 

   

1 2

1 2 1 2

2
 =

−
 − 

 

( )
( )

ch
e e

 

   

1 2

1 2 1 2

2
 =

+
 − 

 

ол ўақытта 

( )sh sh ch ch sh     
1 2 1 2 1 2
 =               (11) 

 

( )ch ch ch sh sh     
1 2 1 2 1 2
 =             (12) 

Булардан төмендеги теңлик аңсат келип шығады 
 

( )th
th th

th th
 

 

 1 2

1 2

1 2
1

 =


 
  (13) 

Булардан қос аргумент ушын төмендегини алыўы-
мыз мүмкин 

sh sh ch2 2  =     (14) 

 

ch ch sh2
2 2

  = +                  (15) 

 

th
th

th
2

2

1
2





=

+
   (16) 

Бул формулаларды ядта сақлап қалыў қыйын емес, 
себеби булардың барлығы әпиўайы тригонометриялық 
формулалар менен аналоглы, тек ғана олар белгилери 
менен парқ қылады.  

Жуўмақлап айтқанда, бул келтирилген түсиниклер 
тригонометрия курсын үйренген мектеп оқыўшылары, 
математика пәни оқытыўшылары, математика бағда-
рында билим алып атырған талабаларға ҳәм де өз-
бетинше математиканы үйрениўшилерге пайдалы    
болады деп ойлайман. 
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